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2 Mathematische Grundlagen und Notation

2.1 Vektoren

Vektor

Nullvektor

Transponierter Vektor
p' =[pm p2 p3] eRVS

Ipll = +/p? + p3 + p3

(Euklidische) Norm eines Vektors

Skalarprodukt zweier Vektoren p, r ¢ R?

(p,1) = pr = p171 + pa2r2 + p3r3

Orthogonale Vektoren p | r
(p,r) =p'r=0

Winkel & zwischen zwei Vektoren p, r
T
cos(®) = LT
Il - |

(Spaltenvektor)

(Zeilenvektor)

2.2 Matrizen

(3 x 3)-Matrix

11 Ti2 713
To1 T2 7123
31 T32 T33

R = c R3><3




Transponierte Matrix

11 T21 T31
RTZ 12 T922 T32 ERSXS
13 T23 T33

Einheitsmatrix

Nullmatrix

Inverse Matrix B!

RR'=E=R"'R

Orthonormale Matrizen Fiir orthonormale (orthogonale und normierte) Matrizen gilt

RRT=E = R" =R

AuRerdem gilt fiir orthonormale Matrizen:

1 = det(E) = det(RR") = det(R) det(R") = (det(R))? = |det(R)| =1

Orthonormale Matrizen mit det(R) = +1 heilen Rechtssystem, orthonormale Matrizen mit det(R) = —1
heilden Linkssystem.

2.3

Koordinatensysteme

Koordinatensystem dienen der Beschreibung von Position und Orientierung von Robotergelenken, Endef-
fektoren, Objekten in der Umgebung u.v.m..

Oftmals werden kartesische Rechtskoordinatensysteme verwendet.

Die Vektoren e, ey, e, € R3, welche das Koordinatensystem aufspannen, sind zueinander orthogonale
Einheitsvektoren, das heif3t sie bilden eine Basis von R.

2.4

Positionsvektor eines Punktes

Die Position eines Punktes im Raum kann durch einen Positionsvektor angegeben werden.

Im dreidimensionalen euklidischen Raum ist dies ein Vektor

Pz
D= |Py| = Dz€z + Py€y 1+ Pz€;
Pz

Notation: Bei einem Punktvektor relativ zu einem Koordinatensystem .S, wird dies mit “p notiert.




2.5

Raumliche Anordnung eines Objektes

Zur Beschreibung der Lage eines Objektes wird ein lokales Koordinatensystem erstellt, welches fest mit
dem Objekt verbunden ist.

Die Lage dieses Koordinatensystems S, wird mit “e,,* e, e, beziiglich des duf3eren Koordinatensystems
S, angegeben.

So entstehen durch Verschiebung (Translation) und Verdrehung (Rotation) neue Koordinatensysteme.

2.6

Klassische Transformationsbeziehungen

Eine klassische Transformationsbeziehung beim Wechsel von Punktkoordinaten beziiglich S, zu S, wir
mit getrennter Translation und Rotation durchgefiihrt:

“p= "7+ “Ry"p
%ry, beschreibt die Translation zwischen S, und Sj.

%Ry, beschreibt die Rotation zwischen S, und S,.

Die Koordinaten der Einheitsvektoren in S}, dargestellt in S, entsprechen den Spalten der Rotationsmatrix
®Ry,.
“Ry = [ex | “eyp | “e2)

2.7

Homogene Transformationsbeziehungen

Statt einer klassischen Transformation kann auch eine homogene Transformation durchgefiihrt werden.

Diese Nutzt nur eine Matrix fiir die Translation und die Rotation.

[¢

ap — 1p :[O af)%b Oaib}'{ﬂ:aTb'bﬁ

Die homogene Transformationsmatrix wird als “T} bezeichnet.

2.8

Losungsansatze fiir mathematische Modelle

Zur Losung von mathematischen Modellen gibt mehrere Moglichkeiten:

Analytisch Das Problem mit exakt gelost, es sind keine Vereinfachungen/Néaherungen nétig. Dies
ist nur in wenigen Féllen (effizient) moglich.

Heuristisch ,Trial & Error“ gemaf3 einer bestimmten Strategie, vor allem niitzlich bei Problemen
der diskreten Optimierung.

Direkt-Numerisch Der numerische Algorithmus liefert exakte Losungen (mglw. mit Rundungsfehlern).
Dies ist ein klarer Algorithmus und eine Heuristik mehr, das Erreichen des Ziels ist
stets sichergestellt.




Approximativ-Nume- Iterative Naherungsverfahren fiir angenédherte Beziehungen (Gleichungen). Dies stellt

risch
den hiufigsten Fall der Losungsstrategien dar und ist der Hauptbestandteil der nume-

rischen Simulation.

Analytische und Heuristische Verfahren werden im Vergleich zu den numerischen Verfahren selten eingesetzt,
da die meisten Probleme analytisch zu schwer zu 16sen sind und Heuristiken fiir die meisten Probleme nicht
oder nur langsam konvergieren.

2.9

Numerik

2.9.1 Grundlegende Numerische Verfahren

2.9.2 Losung nichtlinearer Gleichungsmodelle

Aufgabe Punkte z; € R” finden, sodass

Fl(fEl,"',xn):O
F(zs) =0 <~ :
Fn(xlv"' 7xn) =0

erfillt ist.
Samtliche Gleichungen konnen in diese Form tiberfiihrt werden.

Fixpunktiteration

Die Fixpunktiteration ist ein einfacher Algorithmus, um einen Fixpunkt einer Funktion zu finden.

Somit muss die Gleichung F'(z) = 0 in eine Fixpunktgleichung x = g(z), bspw. g(z) = F(z) + x
umgebaut werden.

Es muss auBerdem ein Startwert zy gegeben sein, welcher eine Naherung der Losung darstellt.

Dann gilt fiir die Iteration:
Tpy1 = g(zk) keN

Das Verfahren terminiert, wenn es nahe genug bei der Losung ist, die maximale Iterationsanzahl erreicht
ist oder kein Fortschritt ersichtlich ist.

Konvergenzbedingung: Sei z; = g(zs), dann muss z( nahe genug bei x4 liegen und alle Eigenwerte von
%(CL‘S) miissen im Einheitskreis liegen (d.h. VA : |A| < 1).
Dann konvergiert x, — x5.

Konvergenzhilfe: Relaxationsmatrix

Da die Konvergenz nicht garantiert ist, kann eine Relaxationsmatrix A € R™*" vorgeschaltet werden,
mit deren Hilfe die Konvergenz verbessert werden kann:

glx) =A-F(x)+x




Diese Relaxationsmatrix muss konstant und regular sein.
Als einfachster Ansatz kann eine Diagonalmatrix (oder sogar die Einheitsmatrix) verwendet werden.

Eine optimale Relaxationsmatrix ergibt sich durch
—1
A= —[ZI;(:ES)] F(zs) =0

Durch die Wahl einer optimalen Relaxationsmatrix ist eine konvergente FPI immer moglich (sofern eine
Losung existiert).

Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist ein Algorithmus, um eine Nullstelle einer Funktion zu finden.
Das Newton-Verfahren 16st somit eine Gleichung F'(z) = 0.
Hierzu muss ein Startwert =y gegeben sein, welcher eine Naherung der Losung darstellt.

Dann gilt fiir die Iteration:

OF !
Tr1 = T + Az JAV %(mk) - F(zy)
Die Berechnung von Az gliickt nur, wenn %(xk) regulédr ist. Ansonsten muss die Gleichung

oF
0= F(zx) + %(M) - Axy,

gelost werden.

Das Verfahren terminiert, wenn es nahe genug bei der Losung ist, die maximale Iterationsanzahl erreicht
ist oder kein Fortschritt ersichtlich ist.

Konvergenzbedingung: Sei x so, dass F'(xz) = 0 gilt, dann muss z( nahe genug bei x liegen.

Konvergenz: Schrittweitensteuerung

Bei hoch-nichtlinearen Funktionen kann es passieren, dass iiber die Nullstele driiber iteriert wird.
Durch eine geeignete Schrittweitensteuerung « kann dies verhindert werden (mit 0 < amin < ag < 1):

Tpt1 = Tk + Qi - Az

a sollte nur ,so klein wie notig“ und ,,so grof3 wie moglich® sein, da nur fiir & ~ 1 quadratische
Konvergenz zu erwarten ist.
Die Schrittweite kann beispielsweise durch Minimierung von

n

p(a) = |Flzx + - Axp)|3 = Y (Fi(ay, + - Azy))

=1

bestimmt werden.
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Berechnung der Jacobi-Matrix
* Die Berechnung der Jacobi-Matrix gestaltet sich oft schwierig.

e Auflerdem: Ist ein Eintrag in der Jacobi-Matrix falsch, konvergiert das Newton-Verfahren nur schlecht
oder gar nicht.

* Somit wird in der Praxis haufig Vorwdrtsdifferenzen-Approximation verwendet.
* Ist F'(x) nichtlinear, so ver-n-facht sich der Berechnungsaufwand durch die VD-Approximation.

* Es gibt noch viele weitere Losungsmethoden fiir die Jacobi-Matrix.

- Untersuchung der Jacobi-Matrix auf Diinnbesetztheit und Uberspringen der Eintrige zi; ~ 0.
Berechnung der restlichen Eintrdge bspw. mit VD-Approximation.
oF oF

- Ersetzung der Jacobi-Matrix % () mit einer konstanten Matrix, bspw. g (o).

« Das Verfahren ist damit nicht mehr quadratisch, sondern hochstens linear konvergent.
% Sollte es dennoch konvergieren, ist es haufig schneller als ein ,,normales“ Newton-Verfahren.

— Schrittweise Aufaddierung (,Updates) einer Approximation der Jacobi-Matrix (,,Quasi-Newton-
Verfahren®).

Vergleich FPI <+ Newton

Fixpunktiteration
* Ausgeglichene globale Konvergenz, aber schlechte lokale Konvergenz.
* Geringer Rechenaufwand pro Iteration.

* Geringer Implementationsaufwand.

Newton-Verfahren
* Schlechte globale Konvergenz, aber sehr gut lokale Konvergenz.
* Hoher Rechenaufwand pro Iteration.

* Hoher Implementationsaufwand.

2.9.3 Numerische Simulation

Siehe Kapitel 5.

2.9.4 Numerische Simulation zeitkontinuierlicher Modelle

Siehe Kapitel 6

1



2.10 Differentialgleichungen

Allgemeiner Aufbau eines AWP 1. Ordnung:
&(t) = f(z(t),u(t))  =(0) =z € R"
f(z,u) Funktion der DGL.
x Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt ¢.
u Stellgrof3en zu einem Zeitpunkt ¢.

eine solche Differentialgleichung mit Anfangswert (Anfangswertproblem) kann auch als
t
ot) =2+ [ fla(r),u(r)dr
0

geschrieben werden.

2.10.1 Transformation auf System 1. Ordnung

Jedes System von gewohnlichen Differentialgleichungen hoherer Ordnung kann in ein System 1. Ordnung

transformiert werden.
Bei nichtlinearen System kann das System nicht in der Form & = Ax + b aufgeschrieben werden, sondern

wird in der Form & = A(x) notiert, wobei A ein Vektor ist.

Beispiel: Schwingung einer Masse an einer Feder

* Ausgangsdifferentialgleichung 2. Ordnung:
k
T+ —x=0
m
* Umformung in eine explizite DGL:
I+—r=0<+= I=——x
m m

* Einfithrung weiterer Zustandsvariablen zur Transformation:

* Transformation in ein DGL-System 1. Ordnung der Form & = Az:

2= 3 [

12



2.10.2 Autonomisierung nichtautonomer DGL-Systeme

Jedes nicht-autonome System von DGL kann mit Einfithrung einer neuen Zeitvariablen autonomisiert werden.

Beispiel Dieses Beispiel wandelt zeitgleich ein DGL-System 2. Ordnung ist ein System 1. Ordnung um.

* Das folgende nichtautonome DGL-System 2. Ordnung soll in ein autonomes System 1. Ordnung umge-
wandelt werden:

1
0251’3—.&32—1—5331

4
1:—1i'3+$1+.f2—5t

O=a23—3r9+31 +1¢
* Zuerst werden die einzelnen Gleichungen in explizite DGL umgeformt:

1
To = 53'63 + 511
1 2 1

.1 1. 2 1
T3=gT1tgP2— gl g

.@1 = 3.%'2 — $3 —t
* Als nédchstes werden weitere Zustandsvariablen fiir die Transformation eingefiihrt:
I1 =11, Xo'=T9, T3:= T3
i’4 = i’l, .@5 = i‘z, i‘@ = j}g
T =1 (Autonomisierung)

~ ~ ~ A s A 2 ~ 1T
T = [ml Tro I3 T4 X5 g .737]

* Nun wird das System autonomisiert und in ein System 1. Ordnung der Form # = A# + b transformiert:

al 0 001 0 0 07 [#] [0]
Ty 00001 0 0 &9 0
i3 00000 1 0 i3 0
#4l=10 300 0 -1 -1 Zl+ |0
5 50000 -1 0 &5 0
bl (30003 0 -2| || |-
5 00000 0 0] |&7] |[1]

2.10.3 Richtungsfelder

2.10.4 Losbarkeit

* Die allgemeine Lésung von & = f(x), x € R™ hdngt von n Integrationskonstanten ab, die z.B. durch n
Anfangswerte festgelegt werden: z(0) = 2y € R™.

13



* Allgemein hat ein autonomes DGL-System 1. Ordnung mit Anfangswert eine eindeutige Losung x(t),t > 0,
falls die Funktion f(x) Lipschitz-Stetig ist (Satz von Picard-Lindeloff).

* Die Funktion f(x)i st Lipschitz-Stetig gdw.
L > 0: V1,22 € R™: (|| f(x1) — f(z2)|| < L|jz1 — 22|

gilt mit einer beliebigen Vektornorm |-

2.10.5 Gleichgewichtslosungen

* Ein Zustand x5 heil’t stationdrer Zustand (oder Ruhezustand), wenn z(t) — xs mit ¢ — oo gelten.

* Seiu(t) = us gegeben.

Falls x5 existiert, muss @(¢) — 0 fiir ¢ — oo und somit 0 = f(z, us) gelten.
* Dies entspricht einem (i.A. nichtlinearen) System von n Gleichungen f; zur Bestimmung von n Unbe-
kannten x ;.

- Die Frage nach der Existenz eines Ruhezustandes und dessen Eindeutigkeit lasst sich also auf die
Frage nach der Losbarkeit des Gleichungssystems zuriick fiihren.

— Fiir ein lineares Gleichungssystem 0 = Azs + Bus <= —Bus = Ax, heildt dies, das System ist
eindeutig l6sbar, wenn A quadratisch und regulér ist (d.h. det(A) # 0).

Jede Losung z; € R™ heillt Gleichgewichtslosung.

2.10.6 Linearisierung um die Ruhelage

* Oftmals ist es nicht (effizient) moglich, ein nichtlineares DGL-System & = f(z,u) € R™ regeln.
* Das System kann um die Ruhelage linearisiert werden, sodass es einfacher zu regeln ist.
* Der Prozess der Linearisierung stiitzt sich auf Taylor-Entwicklungen um (zs, us) bis zum linearen Term.

* Die Linearisierung lauft nun wie folgt ab:

- Seiz = (f1,--,fn)=f.

— Nun werden folgende Jacobi-Matrizen gebildet:

0
A= aTJ;(:”S’ Us)
0
— a—i(:vs, Us)
Es wird somit einmal die n-Dimensionale Funktion in Richtung z und einmal in Richtung

abgeleitet.

— Damit ergibt sich die folgende, linearisierte, Differentialgleichung (mit Awu als Regelparameter):
(Az) = A-Az+ B - Au
of of

:7375'A 7573'A
695(90 Us) a:—l—au(:r us) - Au

* FEine Linearisierung ist nicht moglich, wenn der Ruhezustand mit einer Sprung- oder Knickstelle (oder
einer anderen Ausnahmestelle) zusammen féllt oder in der engeren Umgebung liegt, da die Funktion in
diesen Punkten nicht differenzierbar ist.
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2.10.7 Loésungvon (Az) = A- Az

* Eine DGL (Az)" = A - Ax lasst sich allgemein {iber die Eigenwerte \; und den dazugehorigen Eigenvek-
toren v; der Matrix A 16sen.

* Die Losung lautet dann Az = ), x; fiir alle ¢ mit unterschiedlichen (wobei fiir z € C gilt z = 2) A; und
folgenden z;:
— Falls \; € R:

T; = ¢ ehit

- Falls \; e C\R

Ty = C; - li,Re(t) +1- dl : li71m(t)
li Re(t) = e "(Re(v;) - cos(t) — Im(v;) - sin(t))
li Re(t) = e "(Re(v;) - sin(t) — Im(v;) - cos(t))

* Die Koeffizienten c¢;, d; ergeben sich aus den Anfangswerten.

2.10.8 Stabilitat von Differentialgleichungen

* Die Eigenwerte \;, i = 1,--- ,n bestimmen die Stabilitdt des Systems und konne

— reell,

konjugiert komplex,

einfach oder

mehrfach sein,

* Fiir die Stabilitét ist das Vorzeichen des reellen Teils Re()\;) entscheidend:

— Bei nur negativen reellen Eigenwerten unterliegt das System einer aperiodischen Ddmpfung und ist
somit stabil.

— Bei mindestens einem reellen echt-positivem Eigenwert wachst die Eigenbewegung mit ¢ — oo und
das System ist somit instabil.

— Bei nur komplexen Eigenwerten mit Re()\;) < 0 liegt eine gedampfte Oszillation vor, das System ist
somit stabil.

— Bei mindestens einem komplexen Eigenwert mit Re(\;s) liegt eine ungeddmpfte Oszillation vor, das
System ist somit instabil.
* Nach A. M. Ljapunov gilt:
— Das System ist stabil, wenn alle Eigenwerte negative Realanteile aufweisen.
— Das System ist instabil, wenn mindestens ein Eigenwert einen positiven Realanteil aufweist.

- Es kann keine Aussage getroffen werden, wenn mindestens ein Eigenwert einen Realanteil Null
aufweist und alle iibrigen Eigenwerte einen negativen Realanteil aufweisen.
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2.10.9 Zeitcharakteristik von Differentialgleichungen

Die Zeitcharakteristik eines linearen oder linearisierten Differentialgleichungssystems (Az)' = A - Az kann
durch die Eigenwerte )\; der Matrix A bestimmt werden. Dabei wird jedem Eigenwert \; eine Zeitcharakteristik
T; wird folgt zugewiesen:

ﬁ A eR
T =< B35 Xi € CARe(\) =0
: 1 21
mln{m, W} A € C ARe(\;) # 0 ARe();) # 0

Dann werden die minimalen und maximalen Zeitcharakteristika folgendermaf3en zugewiesen:
Tinin = mlln(ﬂ)

Thax = max(T,)
i

2.10.10 Steife Differentialgleichung

* Eine stabile Differentialgleichung mit sehr unterschiedlichen Zeitcharakteristika wird steife Differentialglei-
chung genannt.

* Als Mal? der Steifigkeit wird das Verhaltnis der minimalen und maximalen Zeitkonstanten % angesehen.
min

* Numerische Losungen steifer Differentialgleichungen mit explizitem Integrationsverfahren benétigen
hohe Rechenzeiten proportional zu %
Mit impliziten Verfahren kann dieses Problem gelost werden.

* Ein solch steifes Verhalten ist zu erwarten, wenn fiir £ = f(x, u) die Jacobi-Matrix %@7 u) Eigenwerte
A; mit Realanteil Re()\) < 0 sind.

2.10.11 Unstetige rechte Seite

* Ist die rechte Seite einer Differentialgleichung f(x, ) unstetig, so kann dies zu Problem bei der numeri-
schen Integration fiihren.

* Mit Schaltpunkten und abschnittsweiser Berechnung kann dies gelost werden.

e Fiir weitere Informationen siehe Abschnitt 6.4.
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3 Modellung und Simulation mit nichtlinearen
Gleichungsmodellen

3.1 System und Modell: Notation

u Steuergrolden, kontrollierbar (Systemeingang)

z StorgrofRen, nicht kontrollierbar (Systemeinang)

p Systemparameter, konstant wahrend eines Systemlaufes

x Systemzustand, vollstdndige Charakterisierung des Systems

y Systemausgang

In diesem Kapitel wird angenommen, dass z = 0 und y = x gilt.

3.2 Explizite vs. Implizite Gleichungsmodelle

Explizite Gleichungsmodelle Explizite Gleichungsmodelle sind zu der interessanten Variable = aufgelost
und konnen meist schnell berechnet werden.

1 Fl(ulv'.' 7unu)

r=F(u) <
T Fnz(u17 7unu)

wobei F : R — R,

Implizite Gleichungsmodelle Implizite Gleichungsmodelle sind nicht zu der interessanten Variable x aufge-
16st und erfordern meist mehr Rechenaufwand.

0 Fl(l'l,"',l‘nz,Ul,"',Unu)
0=F(z,u) < |:| =

0 FnL(mla ,anw,Uh"‘,Unu)

wobei F' : R"%*"u _y Rz,
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3.3

Aufbau von Roboterarmen/-beinen

¢ FEin Roboterarm/-bein ist eine offene und starre kinematische Kette mit

— Einer Menge an starren Korpern, den links, die

— durch Gelenke, den joints, in einer Kette verbunden sind.

Uberlicherweise haben die elementaren Gelenke nur einen Bewegungsfreiheitsgrad:
— Drehgelenke, welche in einer Achse rotieren kénnen und

— Schubgelenke, welche ihre Lange dndern konnen
Die Gelenkstellung des i-ten Gelenks wird angegeben als:

- JWinkel ©; bei Drehgelenken
@ = Strecked;  bei Schubgelenken

3.3.1 Koordinatensysteme

Zur Abbildung der Positionen der Gelenke und des Endeffektors wird an jedem Gelenk ein Koordinaten-
system befestigt.

Mit diesen n + 1 Koordinatensystemen kann die Vorwértskinematik (die Hinrichtung) sehr einfach
berechnet werden.

Siehe hierzu 3.5.

3.4

Vorwarts-/Riickwartsmodell

Das Vorwdrtsmodell eines Systems beschreibt, wie aus gegebenen Gelenkstellungen die Position eines
Endeffektors berechnet werden kann.

Das Riickwdrtsmodell oder auch inverses Modell eines Systems beschreibt, wie aus gegebener Position
eines Endeffektors die Gelenkstellungen berechnet werden konnen.

3.5

Vorwartskinematikmodell

Sei n die Anzahl der Gelenke der kinematischen Kette. Dann ist Sy das Weltkoordinatensystem und S;,
das Koordinatensystem des Endeffektors.

Das Vorwdrtskinematikmodell eines Roboters ordnet den gegebenen Gelenkstellungen ¢, - - - , ¢, eine
Rotation "' R,, und Position "~ 'r,, des Endeffektors zu.

Da an jedem Gelenk ein Koordinatensystem befestigt ist, kann die Vorwartskinematik einfach durch
Kombination der lokalen homogenen Transformationsmatrizen gebildet werden:

'R, | °Ru]
0 0] 1]

0T1X‘~'X n_lTn: {0

Dann beschreibt Y R,, die Rotation und %, die Lage des Endeffektors beziiglich des Weltkoordinatensys-
tems.
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* Eine lokale Transformationsmatrix T}, ; beschreibt die Lage des Koordinatensystems S;, 1 in Bezug auf
das Koordinatensystem .S; und stellt eine homogene Transformationsmatrix (siehe 2.7) dar.

3.5.1 DH-Konvention

Die Denavit-Hartenberg (DH) Konvention ist eine Konvention zur Angabe der Freiheitsgrade eines Gelenkes.
Dazu haben die angebrachten Koordinatensysteme folgende Eigenschaften zu erfiillen:

* Die Koordinatensysteme liegen in den Bewegungsachsen.

* Die z;_1-Achse liegt entlang der Bewegungsachse des Gelenks.

* Die z;-Achse steht senkrecht zur z; ;- und z;-Achse, zeigt von ihr weg und hat einen Schittpunkt mit ihr.
* Die y;-Achse muss mit z;- und x;-Achse ein Rechtskoordinatensystem bilden.

Sind alle diese Anforderungen erfiillt, so werden nur 4 Parameter benétigt, um die gesamte Bewegung zu
beschreiben:

Bedeutung Symbol | Definition Wert

Gelenkwinkel O, Winkel zwischen z; 1- und x;-Achse um | Variabel, wenn Drehgelenk
die z;_1-Achse.

Verschiebung d; Entfernung des Ursprungs von S; i zur x;- | Variablen, wenn Schubgelenk
Achse entlang der z; 1-Achse.

Lange a; Entfernung zwischen der z; ;- und z;- | Konstant
Achse entlang der z;-Achse.

Verdrehung o Winkel zwischen z;_ - und z;-Achse um die | Konstant
x;-Achse.

Tabelle 3.1: DH-Parameter Beschreibung

3.5.2 Homogene Transformation in DH-Konvention

Die (homogene) Transformation ‘~!7; zwischen zwei benachbarten Koordinatensystemen S;_; und S; mit
DH-Konvention ergibt sich durch:

1T, = Rot(z; ©;) - Trans(0, 0, d;) - Trans(a;, 0,0) - Rot(z; ;)
[cos(©;) —sin(©;) 0 0 100 0 1 00 a 1 0 0 0
_ |sin(®;) cos(®;) 0 Of (0 1 0 O 0 10 0 cos(a;) —sin(ay) 0
N 0 0 1 0 001 d; 00 1 0 sin(a;) cos(a) O
.| 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 1
[cos(©;) —sin(O;)cos(a;)  sin(0;) sin(w

sin(a;) cos(a;)

0 0

(0]

0]

1

C) alcos i)
_|sin(©;)  cos(©;) cos(ay) —cos(@l)sm(aZ azsm i)
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3.6 Inverses Kinematikmodell

* Sein die Anzahl der Gelenke der kinematischen Kette. Dann ist Sy das Weltkoordinatensystem und .S,

das Koordinatensystem des Endeffektors.

e Das inverse Kinematikmodell eines Roboters ordnet einer gegebenen Endeffektorrotation "' R,, und
Endeffektorposition "~ 'r, gewisse Gelenkstellungen q1, - - - , g, welche im Vorwértskinematikmodell zu

der gewollten Rotation/Position fiihren.

* Folgende Fragen tun sich fiir das inverse Modell auf:
1. Existiert eine Losung?
2. Ist die Losung eindeutig oder mehrdeutig?

3. Wie kann die Losung berechnet werden?

* Mit dem impliziten Gleichungsmodell

-0~ -
T _
O,Fn,ac Orn,x (q1>
fn,y Ornvy(qlv
n,z 0]
0= OR _ Tn z(q1>
i Roia(aq,-
. U
05 _3 n,3,3\d1, " " *
R,.33 (@,

konnte die Gelenkposition berechnet werden, allerdings ist die Berechnung sehr aufwandig, da das

System 12 Unbekannte hat.

* Die 3 x 3-Rotationsmatrix hat 9 Matrixelemente, kann aufgrund der orthonormalitit aber durch maximal

3 unabhingige Winkel «, 3, v beschrieben werden.

* Es gibt hier viele Moglichkeiten, die Winkel festzulegen, z.B. durch Euler-Winkel, Kardan-Winkel, ....

* Hier werden sogenannte Z-Y-Z-Winkel verwendet, bei denen die Winkel «, 3, v Rotationen um Z-Y-Z-

Achsen beschreiben.

* Damit kann das Gleichungsmodell wie folgt dedupliziert und vereinfacht werden:

Tn,z Tn x(q1a to
0~
Tny 7"n y(QM co
0= Ofn,z . Orn,z(q17"'
(’% C}(qla
B Blay, -
L 7 1 L A,

7Qn)-
. qn)
»qn)
+Gn)
)

7qn) =

* Die Losung kann nun analytisch oder numerisch (z.B. mit dem Newton-Verfahren) berechnet/approxi-

miert werden.
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3.6.1 Problematiken

* Das Problem ist durch das vorgestellte Verfahren noch nicht geldst, da nicht alle Gelenkstellungen
moglich sind (ein Arm kann nicht durch den Roboter greifen) und es viele Losungen geben kann.

— Eine Losung existiert somit nur, wenn die Position und Orientierung im Arbeitsraum des Roboters
sind.

— Als Faustregel fiir die Losbarkeit gilt bei einem INVKIN-Modell mit 6 nichtlinearen Gleichungen fiir
n unbekannte ¢;:

» Bein < 6 gibt es im Allgemeinen keine Losung, da es mehr weniger Variablen als Gleichungen
gibt.

» Bein = 6 gibt es im Allgemeinen eine Losung, da es genau so viele Variablen wie Gleichungen
gibt.

« Bein > 6 gibt es im Allgemeinen viele Losungen, da es mehr Variablen als Gleichungen gibt.

3.6.2 Berechnung

Die Gleichung kann auf unterschiedliche Arten berechnet werden:
* Explizite analytische Losung mit einer Losungsformel.
* Iterative numerische Verfahren wie das Newton-Verfahren.
* Kombinationen aus den obigen Verfahren.
* Spezialverfahren unter Ausnutzung der Struktur des Vorwértskinematikmodells.

Fiir alle Arten der Berechnung gilt die Anforderung, dass die Losung in Echtzeit berechnet werden muss und
dass alle Losungen berechnet werden konnen miissen.
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4 Zeitkontinuierliche Modelle

4.1 Ortlich konzentrierter Systemzustand

» Systeme mit ortlich konzentrierten Zustanden werden durch gewéhnliche Differentialgleichungen be-
schrieben.
* Beispiele:
— Zeitlicher Verlauf der Schwingung einer Masse an einer Feder
— Zeitlicher Verlauf von Strom und Spannung in einer elektrischen Schaltung

— u.v.am.

4.1.1 Beispiel: Linearer Schwinger

Abbildung 4.1 zeigt einen linearen Schwinger mit folgenden Attributen:
m Masse
M Motor (Antriebs-/Bremskraft Fj/(¢) in z-Richtung)
k Federkonstante
d Reibungskonstante

Aus diesem Blockschaltbild lésst sich direkt die entsprechende Differentialgleichung ablesen:

md = Fy(t) — dt — kx (Grundform)

<— I= FL@ — d T — Em (Normalisiert)
m m m

< Fuy(t) = mi + di + kx (Motorkraft)

(ar)

N
m e AAAANAA—]
k
]
I
d

———>
T

Abbildung 4.1: Linearer Schwinger: Blockschaltbild
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Mit Hilfe der letzten, zur Motorkraft aufgelosten, Formel, kann die Bewegungsdifferentialgleichung auch
auf mehrere Achsen (unter Vernachlédssigung der Kopplungseffekte) erweitert werden:

mq 0] dl 0] k?l 0]
F)=10 . o|d+]o . oldt|o . 0|4
0 my, .0 dy o0k
M D K
Dabei entsprechen § = Z, q 2 und q o und M & m, D ©f Jund K ¥ kund F (t) & Fyy(t) in mehreren

Achsen.

4.2 Ortlich verteilter Systemzustand

Ortlich verteilte Systemzustinde werden durch partielle Differentialgleichungen beschrieben, die mehrere
unabhédngige Variablen haben.
Beispiele:

* Stromungsdynamik
* Elektromagnetische Felder
* u.v.m.

Diese Art von Systemen wird nicht weiter behandelt.

4.3 Beschreibung zeitkontinuierlicher Systeme

4.3.1 Allgemeine Zustandsgleichung, Allgemeines Zustandsraummodell

Allgemein werden die Systeme mit gewohnlichen Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung beschrieben:

x‘l(t) fl(x(t)7u(t)7t)

i(t) = dfl(tt) =| 5 | = : = f(z(t),u(?),?)
i (2) fn(@(t), u(t), t)
3 3 g1(z,u,t)
Yy = g( ’ >t) — [fgn(x,u,t)]

Mit den Zustandsgrolden z, den Steuervariablen (Stellgr6en) u und den Ausgangsgrofsen y.

* Die grole Aufgabe bei der Erstellung eines Modells ist es, die Funktion f zu finden und die Steuervariablen
u mit geeigneten Werten zu belegen.

* Dabei wird die Modellgleichung f meistens aus physikalischen, mechanischen, ... Gesetzen hergeleitet.

* Steuervariablen miissen natiirlich nicht immer explizit auftreten.
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Zeitcharaktersitik

Siehe 2.10.9 fiir die Definition der hier verwendeten Variablen.
Aus den minimalen/maximalen Zeitcharakteristika Tnin/Tmax ist die Simulationsdauer sinnvoll abschatzbar
(als Faustregel):

* Stabiles System: ¢; = 5T ax
(Bis zum erreichen der Gleichgewichtslage)

* Instabiles System: x; sodass z(ts) > M
(Danach nicht mehr so interessant)

Daraus lasst sich auch eine geeignete Diskretisierungsschrittweite annihern:
1

1 .
h = At < aTax, az%bls5

4.3.2 Lineare/Nichtlineare Systemdynamik

Fiir die Regelungstechnik sehr wichtig sind lineare Systemdynamiken, die den allgemeinen Aufbau
z = f(x,u) = Az + Bu
y=g(z,u) = Cz+ Eu

haben mit 2 € R", y € R™, u € R! und konstanten oder nur Zeitabhéingigen Matrizen A € R"*", B € R"*/,
C € R™"und E € R™*.,

4.4 Linearisierung um die Ruhelage

* Das Verfahren der Linearisierung selbst ist in 2.10.6 beschrieben.

* FEine Linearisierung um die Ruhelage ist von Noten, damit die Regelung des Systems (um in der Ruhelage
zu verweilen) vereinfacht wird.

4.5 Stabilitat

* Ein stabiles System ist asymptotisch stabil, d.h. die Verdnderungen werden immer kleiner, bis sie schlief3-
lich verschwinden.

* Eine mathematische Definition und die Bestimmung, ob ein System stabil ist, ist in 2.10.8 gegeben.

4.6 Regelung

* Die Regelungstechnik beschéftigt sich damit, die Stellgrofsen u auf Basis der Systemausgéange y anzupas-
sen, sodass ein stabiler Zustand erreicht wird.
Vergleich: Regelung der Temperatur des Wassers in einer Badewanne.

* Gewiinscht ist, dass das dynamische Modell eine ,virtuelle“ Ruhelage z; (Sollwert) oder zy, ()
(Solltrajektorie) annimmt.
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* Hierzu wird eine geeignete Steuerung u(¢) oder Regelung u(x) gesucht, sodass der Sollwert/die Solltra-
jektorie angenommen stabil wird.

4.6.1 Steuerung und Regelung

Abgrenzung

Die Steuerung steuert ein Modell ohne Kenntnis {iber den Systemausgang (open-loop/feedforward control).

u(t)

Sollwert Istwert
Steuerun Regelstrecke ——»
son(t) SR Tis(t)

Abbildung 4.2: Steuerung
Die Regelung steuert ein Modell mit Kenntnis iiber den Systemausgang (closed-loop/feedback control).

u(xsoll - l'ist)

Steuerung Regelstrecke

Sollwert +
Tsoll (t)

_ Istwert
- xist(t)

Abbildung 4.3: Regelung

4.6.2 Regelung

* Der Sollwert/die Sollwerttrajektorie soll durch Regelung der Steuerungsparameter « in Abhéngigkeit
vom aktuellen Zustand z; stabil angenommen werde.

* Anders Ausgedriickt: Die Stellwerte u(x) miissen so gefunden werden, dass der Realteil aller Eigenwerte
der linearisierten Bewegungsdifferentialgleichung um x4,y kleiner 0 ist und die Regelung somit stabil ist
(nach Ljapunov).

* nach Regelungssystem besteht somit aus:

— Einem Messglied zur Messung der regelbaren Gro3en (der Systemausgénge).
- Einem Stellglied zum Einbringen der Steuerung.
— Einem Regler mit Regelgesetz zur Bestimmung der Steuerung aus den Daten des Messglieds.
* Es nun die Frage, wann eine solche Regelung existiert und wie eine stabile oder sogar optimale Steue-

rung/Regelung bestimmt werden kann? Hierzu gibt es keine allgemeingiiltigen Antworten, im folgenden
wird nur die Regelung eines linearen Feder-Masse-Systems betrachtet.
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4.6.3 Lineares Feder-Masse-System

— m NN
YL,

s XX

Abbildung 4.4: Lineares Feder-Masse-System

m Masse, m > 0

k Federsteifigkeit, k > 0

b Reibungskoeffizient, b > 0
f Antriebs- oder Bremskraft

Bewegungsgleichung mi(t) + bi(t) + kxz(t) = f(t)

Untersuchung des Bewegungsverhaltens

* Berechnung des Bewegungsverhaltens von z(¢) mit Hilfe von:
- gegebener Anfangsposition z(0),
- gegebener Anfangsgeschwindigkeit #(¢) und
- gegebenem Antriebskraftverlauf f(¢).

* Weitere Annahmen:
- Antriebs-/Bremskraft f(¢) = 0

— Ruhelage zgac(t) =0
Viele mechanische Systeme sind in einer Ruhelage, wenn keine Antriebs-/Bremskraft wirkt (%m(t) —
0 fiir t — 00).

Erwartetes Bewegungsverhalten

e Variante 1
— Die Federkraft ist schwach (% ist ,klein“).
— Die Reibungskraft ist grof3 (b ist ,,grof3“).

—> Die Masse kehrt von einer Auslenkung x(0) # s nur langsam in die Ruhelage zuriick.

* Variante 2
— Die Federkraft ist grof3 (k ist ,,grof3“).
— Die Reibungskraft ist schwach (b ist ,klein“).

—> die Masse oszilliert nach einer Auslenkung mehrmals schnell hin und her, bevor sie in die Ruhelage
zuriickkehrt.

26



Berechnung des Bewegungsverhaltens

Mit der Losung der Differentialgleichung
b
i+ —c+—x=0
m m
durch den allgemeinen Losungsansatz = = ce* ergeben sich die Nullstellen (Pole)

b b2 — dmk
Ma=—5 =5

Die Lage dieser Pole bestimme das Bewegungsverhalten der Masse:

* )\ sind einfache, reelle Nullstellen \; o, wenn
b2 —dmk >0 <= b >4dmk = A2 <0

- Hat die Lésung die Form = = c1e*? + cpe?2! mit durch Anfangswerte bestimme Konstanten ¢, cs.
- Wegen A 2 gilt z(t) — 0 fiir ¢t — oc.

— Dieses Verhalten wird iiberkritisch geddmpft genannt.

* )1 ist eine doppelte, reelle Nullstelle \; o = —% < 0, wenn
2 2 b
b —4mk =0 <— b* = 4dmk — )\172:—%<0

- Hat die Lésung die Form = = c;eM? + cpte??? mit durch Anfangswerte bestimme Konstanten cy, co.
— Wegen A » gilt 2(t) — 0 fiir ¢t — oc.
— Dieses Verhalten wird kritisch geddmpft genannt und ist das schnellstmogliche Verhalten, um ohne

Oszillation in die Ruhelage iiberzugehen.

* )1 = \g ist eine einfache, komplexe Nullstelle Re(A; 2) < 0, wenn

|62 — dmk|

B —dmk <0 < b’ <4dmk = N\jo=—— +i
’ 2m 2m

= Re()) + Im())

— Hat die Losung die Form = = ¢;e™*M? cos(Im(A)t) 4 coeR*M? sin(Im(\)¢) mit durch Anfangswerte
bestimmte Konstanten ¢y, cs.

- Wegen Re(\) < 0 gilt 2(¢) — 0 flir t — oc.

— Dieses Verhalten wird unterkritisch geddimpft genannt und die Masse oszilliert mehrmals um die
Ruhelage x4, bevor sie vollstandig in die Ruhelage iibergeht.

Gewiinschtes Bewegungsverhalten

* Gewlinscht ist eine kritische Ddmpfung, da diese am schnellsten in die Ruhelage zuriick kehrt und keine
Oszillation auftritt.
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PD-Regelung des Feder-Masse-Systems

Der Name PD-Regelung stammt von dem verwendeten Proportions- und Differentialanteil, welche in das Regelgesetz

einfliefSen.

* Ist das natiirliche Bewegungsverhalten des Systems nicht wie gewiinscht (zu weniger Federkraft, zu viel
Federkraft, etc.), so muss das System geregelt werden.

* Dies wird mit Hilfe von geeigneten Sensoren zur Messung der Position und der Geschwindigkeit, der
Verwendung einer geeigneten Antriebskraft f und einem geeigneten Regelgesetz zur Bestimmung von f
geregelt.

* Das Bewegungsverhalten soll so modifiziert werden, dass eine kritische Ddmpfung eintritt.
* Ein Ansatz ist folgende Antriebsformel mit den Regelparametern £, und k,,:
ft) = =kpx(t) —koi(t)
——— ——
P-Teil D-Teil
* Eingesetzt in Bewegungsdifferentialgleichung f = ma + bz + kx ergibt sich:

—kpx — kyt = ma& + b + kx
— 0=miZ+ (b+k)+(k+ky)z
~——

=b =k

* Womit sich die Nullstellen \; o = —% e 7"1’22;@7“ ergeben.

+ Dann ist es nach Abschnitt 4.6.3 notwendig, dass b2 = 4m/ gilt. Damit Regelfehler bei Instabiltit nicht
verstarkt gedampft werden (k, und k, kénnen positiv und negativ gewahlt werden), muss auf3erdem

b =2V mk > 0 gelten.
b> =4mk und b=2Vmk>0

* Damit kann das Verhalten auf einen konstanten Sollwert x; geregelt werden, dhnlich ist dies fiir eine
Sollwerttrajektorie x4(t) moglich.

Mehr Dimensionen und Nichtlineare Systeme

* Es gibt dhnliche Ansédtze, um mehr Dimensionen und auch nichtlineare Systeme zu regeln.

* Dabei ist immer das Ziel, die Polstellen so zu legen, dass ein stabiles System auftritt.

4.6.4 PID-Bahnregelung eines Servomotors

* Die PID-Regelung ist eine Erweiterung eines PD-Reglers, welche zuséatzlich zum Proportions- und
Differentialanteil noch einen Integralanteil enthalt.

* Dabei ist der allgemeine Aufbau des PID-Regelgesetzes:

u(t) = uq(t) + kp e(t) +kr /te(s) ds+ky é(t)
N 0 N

P-Fehler S——— D-Fehler
I-Fehler
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Soll-Position g4(t) (Gelenkwinkelverlauf)

Ist-Position ¢(t)
Soll-Moment u(t)

Stellmoment u(t) (Motorantriebsmoment)

Regelabweichung e(t) = g4(t) — q(t)

* Intuition fiihr die P-/I-/D-Anteile:
P-Anteil Uberwachung des Ist-Zustandes; Sofortige Reaktion; Uberschwingen

I-Anteil Uberwachung der Vergangenheit; Reagiert auf Fehler der Regelung (z.B. Uber-
schwingen)

D-Anteil Uberwachung der ,Zukunft“; Reagiert auf Storungen
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5 Numerische Simulation

* Um ein gegebenes numerisches Simulationsproblem zu losen, ist es notig, eine Implementierung zu
finden, welche Rundungsfehler moglichst wenig verstarkt.
* Vorgehen
1. Analyse der Berechnungsaufgabe, ob diese gut oder schlecht konditioniert ist.

2. Auswahl eines mathematisch dquivalenten und numerisch stabilen Algorithmus, der Rundungsfehler
nicht zuséatzlich verstarkt.

3. Vorsicht bei beispielsweise:
— Subtraktion zwei annidhernd gleicher Zahlen (Ausloschung).
— Berechnungen mit relativ grol3en Zwischenwerten, wenn das Ergebnis klein ist (Ausléschung
der Nachkommastellen).
* Treten bei der numerisch stabilen Implementierung eines schlecht konditionierten Problem noch immer
Fehlerverstarkung auf, so kann:
— Die Berechnung mit hoherer Genauigkeit durchgefiihrt werden.

— Das Ausgangsproblem so modifiziert werden, dass eine bessere Kondition erreicht wird.

5.1 Zahlendarstellung

Die Darstellung von Ganz- und FlieRkommazahlen sollte hinreichend bekannt sein und wird hier nicht erneut
erlautert.
Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_754.

5.2 Rundungsfehler

* Da nur eine endliche Menge an Gleitpunktzahlen g verfiigbar ist, muss jede reelle Variable = auf die
néchstliegende Maschinenzahl abgebildet werden.

* Diese Abbildung wird Rundung genannt und kann durch Vg : |z — rd(x)| < |z — g| beschrieben werden.

* Nach IEEE 754 gibt es folgende Rundungsarten:

R1 Immer aufrunden.
Wichtig fiir Intervallarithmetik.

R2 Immer abrunden.
Wichtig fiir Intervallarithmetik.

R3 Runden durch abschneiden.
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R4 Runden zur nichsten geraden Gleitpunktzahl.
Stellt das Standard-Verfahren dar.

Damit ergibt sich der relative Rundungsfehler ¢(z):

e(z) = ’““_::d(‘”) = 1d(z) = (1 — (z))wobeile(z)| < eps = emach

eps (Maschinenepsilon) stellt hierbei die Maschinengenauigkeit dar. Der maximale Abstand zweier
benachbarten Zahlen betrégt dann 2 eps.

Das Ergebnis einer arithmetischen Funktion (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) ist im
Allgemeinen keine Maschinenzahl, auch wenn die Operanden Maschinenzahlen sind.

Um diese Ungenauigkeiten abzubilden, gilt fir x + y, x — y, x - y, % in IEEE-Arithmetik:

gz +y) =(x+y)(1+e1)
gl(z —y) =(x —y)(1 + &2)
gl(z-y) =(x-y)(1 +e3)

o))

mit |e;| < eps

5.3

Fortpflanzung von Rundungsfehlern

In der IEEE-Arithmetik gelten Assoziativ- und Distributivgesetz nicht.

gl(gl(x +y) + 2) # gl(z + gl(y + 2))
gl(a - gl(b+c)) # gl(gl(a - b) - gl(a - c)

Eine Moglichkeit zur Fehleranalyse ist, jeden Ausdruck gl(x ¢ y) durch (z ¢ y)(1 + €) zu ersetzen.
Daraus ergibt sich eine Darstellung, in der die von den Eingangparametern abhéngigen Verstarkungsfak-
toren ersichtlich werden.

5.4

Kondition

Kernfrage: Wie wirken sich Rundungsfehler in den Eingangsdaten z einer Berechnung y = f(z) auf das
Ergebnis aus?

Absoluter Fehler der Eingangsdaten: — Axj = |T; — x|

Relativer Fehler der Eingangsdaten: Ex; = Az—f_j
Absoluter Fehler des Ergebnisses: Ay, =g —yi| = |fi(&) — fi(2)]
Relativer Fehler des Ergebnisses: Ey; = Ay—y Y < ffé ) agif) s%) =: > i1 (ajes;)

Die Verstarkungsfaktoren o heilen Konditionszahlen.
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— Sind diese ,,grof3“, so ist das Problem schlecht konditioniert.

— Sind diese ,klein“, so ist das Problem gut konditioniert.

Intuitiv 14sst sich sagen, dass ,schlecht konditioniert“ heift, dass kleine Anderungen der Eingabewerte
grofRe Anderungen des Ergebnisses bewirken.

Die Konditionszahlen hdngen nur von der Funktion ab und nicht davon, wie die Funktion ausgewertet
wird!

5.5

Numerische Stabilitat

Die numerischer Stabilitdt eines Algorithmus gibt Aufschluss dariiber, wie sich eine Implementierung bei
Storung der Eingangsvariablen verhalt.

Das heil3t, die numerische Stabilitat ist (lapidar gesprochen) die Konditionszahl einer Implementierung.

Definition: Werden die relativen Eingabefehler eines gut konditionierten Problems y = f(x + Ax) durch
ein Berechnungsverfahren nicht verstarkt, so ist das Verfahren numerisch stabil.

Ein Berechnungsverfahren, welches trotz guter Konditionszahl schlechte Ergebnisse liefert, heildt nume-
risch instabil.

Effizient Losbar ¢ Numerisch Stabil Losbar ¢ Gut Konditioniert C Alle Probleme
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6 Numerische Simulation zeitkontinuierlicher Modelle

6.1 Verschiedene Dynamikmodelltypen

nichtautonom,
nichtlinear
&= f(x,u,t)
y=g(z,u,1)
. A .
f, g hingen f, g hdngen
nicht von ¢ inear von x, u ab
autonom, |% = f(z,u) D B t=A(t) -z+ B(t) u
i.A. nichtlinear | y = g(z,u) C(t)-c+D(t) -u

y =
f, g hangen 7B, C, D sind
linear von z, u ab C konstant

t=A-z+B-u
y=C -2+ D -u

autonom,
linear

Abbildung 6.1: Dynamikmodelltypen

* Differentialgleichung von Typ A und D sind im allgemeinen nur numerisch l6sbar.

nichtautonom,
linear

6.2 Numerische Integration

* Bei der numerischen Integration wird versucht, eine schwer analytisch zu integrierene Funktion g(z)

oder eine Differentialgleichung #(¢) = f(x(t)) zu approximieren.

* Hierbei spielen vor allem folgende Faktoren eine Rolle:

Rechenaufwand (Berechnungseffizienz)

Genauigkeit (Approximationsfehler)

Eignung fiir steife Systeme (Stabilitat)

Implementierungsaufwand (Eigenentwicklung oder Verwendung einer Bibliothek)
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6.2.1 Einschrittverfahren

* Ein Einschrittverfahren zur Approximation eines Anfangswertproblems & = f(x), z(0) = zo hat den
allgemeinen Ansatz:

Try1 = T + hi - P(tg, iy Tg1, h; f)

mit gegebenem xj, ~ x(ty).

* Als Konsistenzbedingung muss ,{ir% D (tg, xp, xp11, h; f) = f(zr) gelten.
—

6.2.2 Explizites Euler-Verfahren

* Das explizite Euler-Verfahren ist ein Einschrittverfahren zur Approximation von Differentialgleichungen.

* Es gilt ® = f(xy), eingesetzt in den allgemeinen Ansatz:
Tpy1 = Tk + hi - f(zg)

* Rechenaufwand: Gering, eine Auswertung von f je Schritt.

* Genauigkeit: O(hy)
—> Fiir eine hohe Genauigkeit sind sehr kleine Schrittweiten notig.
— Stabilitatsprobleme.

6.2.3 Implizites Euler-Verfahren

* Das implizite Euler-Verfahren ist ein Einschrittverfahren zur Approximation von Differentialgleichungen,
welches sehr viel bessere Stabilitdtseigenschaften als das explizite Euler-Verfahren hat.

* Esgilt ® = f(xx41), eingesetzt in den allgemeinen Ansatz:
Try1 = T + hi - f(@r11)
* Somit erfordert jeder Schritt eine (approximative) Losung der nichtlinearen Gleichung
0=opr1 — o — hg - f(@h11)

* Rechenaufwand: Sehr viel hoher als bei dem explizitem Newton-Verfahren.

* Genauigkeit: O(hy)
— Fiir eine hohe Genauigkeit sind sehr kleine Schrittweiten notig. Im Gegensatz
zum expliziten Newton-Verfahren ist das implizite aber deutlich stabiler.

6.2.4 Heun-Verfahren

* Das Heun-Verfahren ist ein Pradikator-Korrektor Verfahren und ein 2-stufiges Einschrittverfahren zur
Approximation von Differentialgleichungen.

* Pradikator-Schritt: =7, 41 = Tk + hg - f(zg) (explizites Euler-Verfahren)
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* Korrektor-Schritt: zj41 = 24 + hy - 5 (f(zx) + f(2},)) (Mittlung des Gradienten)

* Insgesamt ist das Heun-Verfahren ein zweistufiges Einschrittverfahren:

s1 = f(zk)
sy = f(og + hy - 51)
b = %(81 +82)

eingesetzt in den allgemeinen Ansatz:

h,
Tpt1 = Tk + 7(81 + 52)

* Rechenaufwand: Gering, zwei Auswertungen von f je Schritt.

* Genauigkeit: O(h?), sehr viel besser als das implizite/explizite Euler-Verfahren.

6.2.5 Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

* Das Runge-Kutta-Verfahren ist ein 4-stufiges Einschrittverfahren zur Approximation von Differentialglei-
chungen.

* Das RK4-Verfahren setzt sich wie folgt zusammen:

I
~

(zk)

flzy + by - a; - 81)

f(xp +hg - Br-s1+hg -z - s2)

s4=f(xr +hy-71-51+hg-Bo-s2+hg-az-s3)
D =01-51+02-89+03 53+ 0454

51
52
53

* Nun wird versucht, die Koeffizienten a1, as, as, B1, B2, 71, 01, 02, 93, 4 SO zu bestimmen, dass die
Konsistenzbedingung erfiillt ist und der Approximationsfehler méglichst gering wird (d.h. O(h*))
=— 01 + 09 + 03+ 04 = 1.

* Klassischerweise werden folgende Koeffizienten genutzt:

07 — —}
1—0[2—2
a3:1
pr=P2=m=0

1
51:64:6

1
(52:53:§
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* Was zu folgendem, klassischem, RK4-Verfahren fiihrt:
51 = f(xx)
Ry,
Szzf($k+?'51)
h
83=f(90k;+?k'82)
54 = f(xx + hy - 53)
1
P = 6(81 + 259 + 253 + 54)

eingesetzt in den allgemeinen Ansatz:

h
Tht1 = T + %(81 + 289 + 283 + S4)

* Rechenaufwand (klassisches RK4): Vier Funktionsauswertungen von f je Schritt.

* Genauigkeit (klassisches RK4): O(h?) falls f 4 Mal stetig differenzierbar ist innerhalb von (¢, rj.1).

6.2.6 Anmerkungen

* Bei gegebener Schrittweite hy:
— Der Approximationsfehler bei Verfahren héherer Ordnung (Heun, RK4) ist sehr viel geringer.

— Dafiir ist der Rechenaufwand entsprechend hoher.

* Die Auswahl eines Integrationsverfahrens ist abhiangig von Anforderung an die Genauigkeit:

— Je Hoher die Anforderung an die Genauigkeit, desto hoher sollte die Ordnung des Verfahrens sein.
Beispiel: Bei einer Genauigkeitsanforderung von 10~% kann das Heun-Verfahren, bei 102 sollte

besser ein RK7- oder RK8-Verfahren verwendet werden.
— Fiir die meisten Anforderungen in ein Verfahren 1. Ordnung (Euler-Verfahren) zu ungenau.

* Allerdings verstdrken sich Rundungsfehler bei sinkender Schrittweite stark.

6.2.7 Schrittweitensteuerung

e Eine konstante Schrittweite h; = h ist
— ungenau, wenn sich die gesuchte Losung lokal sehr stark dndert und

— ineffizient, wenn sich die gesuchte Losung lokal sehr wenig dndert.

* Abhilfe schafft hier eine Schrittweitensteuerung, um
— hg so ,grold wir moglich® aber ,,so klein wie notig“ zu wahlen sodass
— der lokale Approximationsfehler unterhalb einer vorgegebenen Fehlerschranke bleibt.
* Es gibt unterschiedliche Varianten der Schrittweitensteuerung, die iiblichen sind:

1. Ein Einschrittverfahren der Ordnung p mit s Stufen.
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— Berechnung von 2 Néherungen fiir 2, einmal mit der Schrittweite h; und einmal mit zwei
Schritten mit jeweils der Schrittweite %’f

— Daraus wird der lokale Fehler geschatzt.

— Dann wird ein neuer Schrittweitenvorschlag h;, produziert, sodass der Fehler unter der vorge-
gebenen Schranke liegt.

— Ist der lokale Fehler unter der vorgegebenen Schranke, wird der Schritt akzeptiert (mit der
durch %’“ berechneten Naherung) und es wird mit dem néchsten Schritt fortgefahren.

— Ansonsten wird der Schritt mit dem neuen Schrittweitenvorschlag h;, wiederholt.
- Berechnungsaufwand: s + 2s Auswertungen von f.
2. Zwei verwandte Verfahren unterschiedlicher Ordnungen p, p.
— Berechnung von 2 Ndherungen fiir z;; fiir die selbe Schrittweite hy.
— Daraus wird der lokale Fehler geschatzt.

- Berechnungsaufwand: Bei geeigneter Wahl der verfahren unterscheiden sich nur die ¢;-
Koeffizienten, sodass nur s + 1 Auswertungen notig sind.

— Der Ansatz ist sehr viel effizienter als der erste, dafiir ist (bei geringer Ordnung) das erste
Verfahren etwas robuster.

6.3 Integration steifer Differentialgleichungen

Fiir eine Definition von steifen Differentialgleichungen siehe 2.10.10.

* Steife Differentialgleichungen sind im allgemeinen schwer zu 16sen.

* Zur Berechnung von Losungen sind ausschliel8lich implizite Verfahren geeignet.

6.4 Integration von Zustands-Differentialgleichungen mit Unstetigkeiten

Die bisherigen Verfahren fordern, dass eine Differentialgleichung & = f(x,u,t) mindestens so oft stetig
differenzierbar ist, wie die Ordnung des Verfahrens.
Ansonsten fiihrt dies zu einem massivem Genauigkeitsverlust.

Aber: In der realen Welt ist nicht alles stetig differenzierbar.

Annahmen:
— Die Funkion f ist abschnittsweise stetig differenzierbar.
— An den Ubergingen der Abschnitte ist f moglicherweise unstetig aber nicht differenzierbar.

- Die Uberginge werden durch formulierbare Ereignisse (Events) ausgelost, die zustands- oder
zeitabhéngig sein konnen.

37



6.4.1 Ursachen fiir Unstetigkeiten

Ursachen fiir Unstetigkeiten in realen Systemen konnen beispielsweise sein:

* Stofsvorgdnge: Position dndert sich stetig, aber nicht differenzierbar.
Beispiele: Hiipfender Ball; Kollision in physikalisch-basierter Animation

* Reibung in mechanischen Systemen: Ubergéinge zwischen Gleit- und Haftreibung sind meist unstetig.

* Strukturvariable Systeme: Die Anzahl der Freiheitsgrade des Zustands @ndert sich.
Beispiele: Abheben eines Roboterbeins vom Boden; Verlust eines Gelenkantriebs eines Roboterarms

* Approximation von Teilmodellen von f mit stiickweise stetigen Funktionen.
Beispiel: Lineare Interpolation von Tabellendaten

* Hysterese: Ein Teil von f hangt von der aktuellen Vorgeschichte von x ab.

* Unstetige zeitabhdngige Stellgréfsen u: Zeitabhangige Eingangsfunktion mit Unstetigkeiten zu bekannten
Zeitpunkten (Zeitereignisse)
Beispiele: Ventil auf/zu; Gangschaltung

¢ u.v.am.

6.4.2 Schaltfunktionen

* Die Schaltzeitpunkte t, ; werden im Allgemeinen als (einfache!) Nullstellen n, reeller Schaltfunktionen

ql(l‘(ts,i)ats,i) =0, [€ {1’ 7nq}
modelliert.

* Bei der numerischen Integration miissen nun die Vorzeichen der Schaltfunktion beobachtet werden:

- Wenn zwischen der Naherung zy, ~ z(t;,) und x;4+1 ~ x(t;+1) ein Vorzeichenwechsel in mindestens
einer Schaltfunktion auftritt (d.h. die Schaltfunktion schaltet), dann muss:

— Der dazwischen liegende Schaltpunkt bestimmt werden (mit der vorgegebenen Genauigkeit und
der vom Verfahren implizit vorgegebenen Genauigkeit).

— Kombination auf numerischer Integration und numerischer Nullstellensuche.

* Voraussetzung: Die Schrittweite h; muss klein genug sein, sodass kein doppelter Vorzeichenwechsel
innerhalb eines Schrittes stattfindet.

Vorgehensweise

1. Das Modell (die Differentialgleichung) auf mogliche Unstetigkeiten in z, der rechten Seite oder den
ersten Ableitungen der rechten Seite tiberpriifen.
2. Bestimmung der Schaltzeitpunkte ¢, ;, i =1, - ,n,:
Zeitgesteuert Zu offensichtlich bekanntem ¢, ;.
Zustandsabhangig Modellierung als Nullstelle einer Schaltfunktion gx (z(ts,),tsi) = 0,k € {1,--- ,ng}.
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3. Numerische Integration von einem Schaltpunkt zum néchsten unter ,,genauer” Einhaltung der Schalt-
punkte.
Moglicherweise spezielle Integrationsverfahren mit Schaltpunktsuche verwenden.

4. Wiederaufsetzen nach einem Schaltpunkt (wie ein normales, neues Anfangswertproblem).
Anfangswert fiir x aus einer Zustandsiibergangsbedingung, zum Beispiel vom Typ z(ts; +0) = &(z(ts,; —

0),ts,)-

6.4.3 Anmerkungen

Was passiert, wenn der Integrator einfach iiber die Schaltstelle driiber iteriert?

* Ein Integrator mit konstanter Schrittweite merkt gar nichts hiervon.

 Ein Integrator mit Schrittweitensteuerung merkt, dass das Modell sich stark d@ndert.
— Somit wird die Schrittweite verringert bis die minimale Schrittweite erreicht wurde.

— Haufig stoppen diese Verfahren nun, da die minimale Schrittweite erreicht wurde, die Genauig-
keitsanforderung aber nicht erfiillt werden kann.

— Alternativ schreitet das Verfahren fort und nimmt den Fehler in kauf.

Dies fiihrt in allen Féllen dazu, dass die gewiinschte Genauigkeit nicht erreicht wird.
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7 Teilschritte einer Simulationsstudie

Die Teilschritte einer Simulationsstudie sind:

1. Problemspezifikation
* Aufgabenformulierung
* Kriterienfestlegung
* Datenerhebung
* Siehe 7.1.

2. Modellierung
* Strukturfestleung
* Modellgleichungen
* Modellvereinfachung
 Siehe 7.2 und 9.

3. Implementierung
* Auswahl oder Entwicklung eines Berechnungsverfahrens (fiir das jeweilige Model)
* Programmierung von Modell und Berechnungsverfahren
* Visualisierung von Berechnungsergebnissen
* Laufzeitoptimierung
* Siehe 7.2

4. Validierung
* Systematische Plausibilitatspriifung (,,Stimmen Modell und Simulation?“)
* Fehlersuche
* Konsistenzpriifung
* Daten-, Parameterabgleich
* Siehe 8 und 9.

5. Anwendung
» Simulationslaufe
* Parametervariation
e Strukturvariation
* Vorhersage und Optimierung

e Siehe 7.4.

Einiger dieser Schritte werden in folgenden tiefer behandelt.
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7.1 Problemspezifikation

Kernfrage: Was ist der Zweck der Simulation?

1.

2
3.
4

Ein bekanntes Szenario verstehen/nachvollziehen.

. Ein bekanntes Szenario optimieren.

Ein unbekanntes Szenario vorhersagen.

. Wieso nicht die Realitdt verwenden, welche bessere Ergebnisse liefert?

Zu grol3, klein (Galaxien, Molekiile)

Zu schnell, zu langsam (Flugzeuge, Population, Klima)
Noch nicht gebaut (Flugzeuge, Briicken, Roboter)

Zu gefahrlich (Kernphysik, Humanmedizin)

Nicht Experimentierbar (Volkswirtschaft, Okosysteme)
Zu teuer (Auto Crash Test, Raketen, Roboter)

Zu stark gestort (Borsenkurse, Wirtschaft)

Eine Simulation eignet sich, wenn das reale System nicht oder nur unter grofem Aufwand zur Verfiigung
steht.

7.2

Modellierung

Die zu entwickelnden Strukturen und Gleichungen zielen nur auf spezifische Aufgaben und Ziele ab!

Fiir unterschiedliche Aufgaben werden unterschiedliche Modelle benotigt.

Die reale Welt wird aufgeteilt in das zu untersuchende System und seine Umwelt, mit der es iiber Ein-
und Ausgaben in Wechselwirkung steht.

Das Modell ist ein Ersatzsystem, welches unter Annahmen und Idealisierungen gebildet wird.

Modellierung bedeutet, durch Abstraktion wichtige Bestandteile und Eigenschaften hervorzuheben und
unwichtiges zu entfernen.

7.2.1 Herleitung von Modellen

Bei der Herleitung von Modellen muss ein Gleichgewicht zwischen den folgenden Anforderungen gefunden
werden:

1. Um Ergebnisse am Modell nutzen zu konnen, muss eine ausreichend genaue Modellierung mit der fiir
den Simulationszweck relevanten Parametern durchgefiihrt werden.

2. Um das Modell einfacher handhaben zu konnen als die Realitdt, miissen Details weggelassen werden
(Idealisierung und Abstraktion).
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Allerdings ist vorher meistens nicht bekannt, welche Merkmale relevant sind. Die Auswirkungen dieser sind
im Allgemeinen nicht vorhersagbar.
Bei der Herleitung von Modellen miissen die folgenden Fragen beantwortet werden konnen:

1.

5.

Was genau soll modelliert werden?
Beispiel: Der gesamte Arbeitsraum (Geometrie, Kinematik) oder nur die Krafte (Kinetik)?

. Welche Grofsen spielen eine Rolle (qualitativ) und wie grol} ist deren Einfluss (quantitativ)?

Beispiele: Gelenkwinkel, Motorspannungen; Gravitation eines Himmelskorpers

Achtung: Im allgemeinen sind diese Grof3en alles andere als offensichtlich!

. In welchem Beziehungsgeflecht stehen die als relevant identifizierten Grof3en miteinander?

* Qualitative vs. Quantitative Abhadngigkeit (wenn-dann, Vorzeichen oder konkrete Grof3en der
Abhéangigkeiten)

* Typischerweise sind die Beziehungen sehr kompliziert, z.B. Kontaktkrafte zwischen Roboterhand
und unterschiedlichen Objekten
Mit welchen Instrumenten lassen sich die Wechselwirkungen und Abhingigkeiten beschreiben?
* Algebraische Gleichungen und Ungleichungen

* Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen (mit einer unabhéngigen Variablen, meistens der
yASY)

* Systeme partieller Differentialgleichungen (mehr als eine unabhéngige Variable, meistens zeit und
Ort)

* Automaten, Zustandsiibergangsdiagramme
* Graphen

* Wahrscheinlichkeitsverteilung

* Fuzzy Logic

* Gaul’sche Prozesse

* Neuronale Netze

¢ u.v.am.

Welche Gestalt hat die resultierende Berechnungsaufgabe zur Losung der Modellbeziehung?
* Finden einer Losung zu gegebenem Gleichungssystem
* Finden der Losung zu gegebenem Gleichungssystem
* Losen einer Existenzaufgabe
* Losen einer beschriankten Optimierungsaufgabe

* Ermittlung von Flaschenhélsen und Storenfrieden

7.2.2 Zustandsvariablen eines Modells

» Zeitabhingige Grolden

* Exakte Festlegung der aktuellen Konfiguration eines Systems
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* Festlegung des zukiinftigen Verlaufs

e Nicht redundant

Die Festlegung der Zustandsvariablen ist der Ausgangspunkt jeder Modellbildung.

7.2.3 Klassifikation der Zustandsanderungen

e Zeit-, Wertkontinuierlich

Zeit-, Wertdiskret

Zeitdiskret, Wertkontinuerlich

Ereignisdiskret, Wertdiskret

Stochastisch

7.3 Implementierung

7.3.1 Klassifikation zeitkontinuierlicher Simulationswerkzeuge

Level 3 Multidisziplindre Modellgenerierung (Modelica, VHDL-A, ...)

Level 2 Graphische Modellierung (SIMULINK, WorkingModel, Aspen, STELLA, ...)
Spezialsimulatoren (ADAMS, SIMPACK, KSIM,, ...)

Level 1 Simulationssprachen (ACSL, VHDL, Dare-P, Desire, ...)
Simulationsframeworks (SIMULINK, C+ +-Klassenbibliothek)

Level 0 Direkte Programmierung (C++, C, MATLAB, FORTRAN)

7.4 Anwendung

e Laufen lassen“ der Simulation; Simulieren
* Dieser Schritt nimmt, im Vergleich zu den vorherigen Schritten, nur wenig (Menschen-) Zeit ein.

* Die Berechnung selbst kann natiirlich lange dauern.
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8 Validierung

Zu dem zu validierenden Simulationsmodell gehoren das Modell, die Implementierung und die Berech-
nungsverfahren.

Die Validierung eines Simulationsmodell beschéaftigt sich mit der systematischen Plausibilitdtspriifung
und damit der Fehlersuche, Konsistenzpriifung und Daten-/Parameterabgleich.

Eine Losung kann nur akzeptiert werden, wenn in allen vier Schritten (Modellierung, Diskretisierung,
Abbruch- und Rundungsfehler, Visualisierungsfehler) vergleichbar kleine Fehler gemacht wurden.

8.1

Fehlerquellen

Modellierungsfehler (Vereinfachte Modellannahmen, Ungenaue Modellparameter)
Approximationsfehler der Berechnungsverfahren
Rundungsfehler

Programmier-, Implementierungsfehler

8.2 Begriffe und Definitionen

Verifikation

* Normaler (meist mathematischer) Nachweis der Korrektheit, dass ein Programm einer vorgegebenen

Spezifikation entspricht.

* Aufgrund der grol3en Anzahl an Parametern, Zustandsverldaufen und Storungseinfliissen ist es in der

Regel unméglich, die vollstdndige Korrektheit des gesamten Systems zu beweisen.

* Durch geeignete Anzahl und systematischer gesuchter Tests kann die Wahrscheinlichkeit der Korrektheit

erhoht werden.
— Validierung

Validierung

* Plausibilitatspriifung, dass ein Programm einer vorgegebenen Spezifikation entspricht.

* Ziel der Validierung ist der Nachweis der ausreichenden Glaubwiirdigkeit des Simulationsmodells im

Hinblick auf den Einsatzbereich.

* Validierung ist wichtig, da dadurch das Risiko von verheerenden Zwischenféllen und Falschaussagen

iiber die Realitdt stark verringert wird.
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8.3 Vorgehensweise

Die Validierung erfordert fachliche Einsicht und Kreativitét! Es gibt keine pauschal guten Losungen.

8.3.1 Validierung der Implementierung (D, L, V)

I1 Syntaktische Fehlerfreiheit der Implementierung
12 Plausibilitdtspriifung der Simulationsergebnisse fiir Spezialfille (,,naturgetreues” Verhalten)

I3 Numerische Korrektheit der Implementierung (zum Beispiel durch Vergleich der berechneten Losung
und einer analytischen Losung)

8.3.2 Validierung des Modells (M)

M1 Zuldssigkeit und logische Konsistenz der Modellannahmen (und deren Anwendbarkeit zur Problemlésung)
M2 Ausreichende Detailliertheit des Modells (und korrekte Modellstruktur)

M3 Korrektheit (Genauigkeit) der Modellparameter

8.3.3 Validierung des Berechnungsverfahrens (D, L)

B1 Eignung fiir die numerische Losung des Modells
B2 Approximationsfehler des (iterativen) Berechnungsverfahrens

B3 Einfluss von Rundungsfehlern

8.3.4 Tests auf Plausibilitat und Konsistenz

T1 Reproduktion von beobachtetem bzw. ,natiirlichen“ Systemverhalten
Wie gut stimmt das berechnete verhalten mit den beobachteten/bekannten Erkenntnissen iiberein?

T2 Vorhersage von Verhalten
Wie plausibel ist das simulierte Verhalten fiir noch nicht beobachtete Szenarien?
Konnen die Ergebnisse eines Experiments mit ausreichender Genauigkeit vorhergesagt werden?

T3 Verhaltensanomalien
Stark unterschiedliches/widerspriichliches Verhalten des Modells gegeniiber dem realen System weil3t
auf grol3e Fehler im Modell oder im Berechnungsverfahren oder in der Implementierung hin.

T4 Systemverhalten in Extremsituation
Entspricht das simulierte Verhalten in extremen Szenarien den Erwartungen, auch wenn diese in der
Realitdt selten/nie auftreten?

T5 Parametervariationen und Parametersensitivitdt
Ist das Verhalten sensitiv zu plausiblen Variationen der Modellparameter?
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9 |dentifikation von Modellen

9.1 Systemidentifikation

Das Ziel der Systemidentifikation ist zu bestimmen, wie die Ausgangsgrof3en von den Eingangsgrof3en quanti-
tativ abhdngen, also der Bestimmung eines Systemmodells f mit geeigneten Parameterwerten p (der rechten
Seite von & = f(x(t),p)).

Dies hat folgenden Nutzen:

* Bessere (d.h. genauere) Vorhersagen durch Simulation mit den identifizierten Modellen.

* Validierung von bestehenden Simulationsmodellen.

9.1.1 Arten der und Modellbildung

Arten von Modellbildung:

1. Spekulation
Beispiel: Soziale Systeme

2. Vorhersage
Beispiel: Okonomische Systeme

3. Analyse
Beispiel: Biologische Systeme

4. Steuerung
Beispiel: Chemische Systeme, Mechanische Systeme

5. Design
Beispiel: Mechanische Systeme, Elektrotechnische Schaltungen

Des weiteren konnen die obigen Modellbildungsarten in die drei Oberkategorien ,Black Box“ und ,White
Box“ eingeteilt werden:
* Black Box
— Modellbildung auf Basis des beobachteten Verhaltens am Ausgang in Abhédngigkeit vom Eingang.
— Induktives Vorgehen bei der Modellierung.

— Generische Ansitze, die allgemeine Funktionen reprisentieren, z.B. & = f(z(t), p).
Die Parameter p beschreiben dann die Struktur und die Ausgestaltung der Ansatzfunktion(en) von

f.
e White Box
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— Modellbildung auf Basis grundlegender Gesetzmafigkeiten und der Systemstruktur.
— Deduktives Vorgehen bei der Modellierung.

— Aus grundlegenden GesetzmaélSigkeiten (Mechanik, Elektrotechnik, ...) abgeleitete Modelle, z.B.
Differentialgleichungen & = f(xz(¢), p).
Die Parameter p konnen mit experimenteller Daten identifiziert, bzw. kalibriert werden.

AuRerdem gibt es noch den Ansatz einer ,,Grey Box“, welche Ansatze von Black und White Box vereint.

9.1.2 Hauptschritte der Systemidentifikation

Strukturidentifikation
Stimmt das Verhalten von f mit den vorhandenen Daten und generellen Erkenntnissen iiberein?

Parameteridentifikation
Die Struktur ist bereits gegeben, es miissen die Modellparameter p gefunden werden, sodass die
Abweichungen zwischen experimentellen und simuliert Daten moglichst klein werden.

Warning: Die beste Losung ist nicht unbedingt die mit
dem kleinsten Fehler. Es miissen auch andere Faktoren,
zum Beispiel Differenzierbarkeit betrachtet werden.

9.2

Parameteridentifikation

In.gemeru-/ ngtur- Modell
wissenschaftlicher ------- >
. &= f(z,t,p)
rozess

Numerkche
Simulation

Abbildung 9.1: Parametereinschatzung bei DGL-Systemen

Kalibrierung der Modellparameter p: n;; = z;(t;) + €;;
- n;; beschreiben die experimentell gemessenen Werte von x;(t;).

- x(t;j, p) beschreibt das Ergebnis der numerischen Simulation mit Parameter p.

Es sollen nun die Quadrate der Abweichungen minimiert werden (w;; = const > 0 sind die Gewichtungs-
faktoren):

. 1 ¢ 2
min p(p) = 5 > wi (g — zilts,p))
P j=14€el; ()

Nebenbedingung. x ist eine numerische Losung des AWP

$1:f1($7t7p)3 l‘z(O) = T4,0, 1= 17 y N
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9.2.1 Schema der Parameteridentifikation

Reales Experiment _
Messwerte z;, T;
Start »| Reales System ]

Identifikation
o —

Simuliertes Experiment der Merkmale

Matheglatlsches Modell
&= f(z,p) Simulations-
T ergebnisse x;, &;

Parametereinschétzung p

Abbildung 9.2: Schema der Parameteridentifikation

9.2.2 Giitekriterien

Zur Bewertung (und Minimierung) des Abweichungsfehlers sind unterschiedliche Giitekriterien moglich,
beispielsweise:

* Definition: r;(p) = n;; — (¢, p)

e Summe der Absolutbetrige der Abweichungen
e1(p) = Ir(®) = Y Iri(p)|
i=1

e Summe der ,kleinsten Quadrate“

o2p) = 5Ir @) = 5 (1)’
=1

* Maximale Abweichung
Sooo(p) - max{]n(pﬂ 1= 17 o 7”7"}

Bei der Wahl der Giitefunktion ist jedoch einiges zu beachten:

* Beider Auswahl ist zu beachten, wie das numerische Optimierungsverfahren zur Berechnung funktioniert
und wie gut es mit der ausgewéhlten Giitefunktion zusammenarbeiten kann.

e Auch wenn r differenzierbar ist, sind ¢1 und ¢, im Allgemeinen nicht differenzierbar. Differenzierbar
erleichtern die Suche nach einem Minimum immens (durch Nullstellenfindung auf 3%80@' (p)-

* (. ist jedoch sehr sensitiv gegeniiber einzelnen Ausreilsern.
* (o, ist stetig differenzierbar, aber wenig sensitiv gegeniiber einzelnen Ausreiflern.

* Generell liegen bei durch Minimierung von Abweichung produzierten Optimierungsproblemen viele
lokale Minima vor, die globale Optimierung ist somit nicht gegeben.
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Nichtlineare, Kleinste Quadrate

* Meistens wird das verfahren der kleinsten Quadrate (p3) verwendet (u.a. wegen der Differenzierbarkeit).
* Auch ist das Verfahren aus statistischen Griinden interessant:
Wenn
- die Messfehler ¢;; unabhéngig und
- normalverteilt sind mit Median 0 und konstanter Varianz w?,
dann ist die Losung des Optimierungsproblems eine Losung mit grofStmoéglicher Wahrscheinlichkeit.

* Durch Ausnutzung der Struktur von ¢ kann die Effizienz der numerischen Optimierung stark erhoht
werden.

9.2.3 Kalibrierung

Erfolg

* Konnen die Parameter p so berechnet werden, dass die Abweichungen des Modells von dem Experiment
,klein“ sind, dann ,,stimmen“ Modell und Parameter.

Misserfolg

* Konnen keine Parameter p gefunden werden, dann ist moglicherweise
1. das Optimierungsverfahren ungeeignet,
2. die experimentellen Daten nicht ausreichend relevant fiir die Bestimmung der Parameter,
3. die Messfehler in den Messdaten zu grof$ oder Ausreif3er verfalschen die Messwerte oder

4. das verwendete Modell ist nicht detailliert genug oder enthélt nicht alle/nicht die richtigen Effekte.
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10 Physikalisch basierte Spiele

10.1 Definition

Was ist ein Computerspiel? Ein Spiel ist ein interaktives Erlebnis, welches den Spieler mit immer schwereren
Aufgaben fordert, in denen er oder sie neue Techniken lernt und die Aufgaben eventuell meistert.

* In den meisten Fillen wird ein mathematisches Modell zur Approximation und Simulation der Welt
verwendet.

* In agenten-basierten Simulation interagieren mehrere eigenstédndige Einheiten (,,Agenten®), zum Beispiel
Charaktere, Fahrzeuge, ....

* Alle interaktiven Spiele sind zeitliche Simulationen, das heil3t die Spielwelt ist dynamisch und der
Zustand dndert sich mit der Zeit.

* Ein Computerspiel muss nur auf begrenzt viele und vorhersehbare Eingaben des Spielers reagieren.

* Die meisten Spiele prasentieren die Geschichten und reagieren auf den Spieler in Echtzeit. Das heil3t, sie
sind interaktive Echtzeit-Simulationen, die sich dementsprechend an gewisse Beschrankungen halten
miissen (ein nicht-einhalten hat in der Regel aber keine dramatischen Folgen).

10.2 Game Loop

Initialisierung ——» Spielereingabe

|

Update
Game Interna

|

| Update Display
(Rendering)

— Spielende

Abbildung 10.1: Game Loop der Hauptereignisse

10.3 Game Engine

Die Game Engine enthilt unter anderem:
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* Eine API, mit der das Spiel selbst kommunizieren kann.

* Scripting Engine

* Al Engine

* Physics Engine

* Sound Engine

* Graphics Engine

* Netzwerke

* I/0.Geréte

e Schnittstellen und Kernsystem (mathematische Funktionen, Datenstrukturen, Speicher-/Dateiverwaltung/. . .)

Auf der untersten Ebene Kommuniziert die Game Engine mit den Hardware-Abstraktions-Schichten (z.B.
DirectX und OpenGL).

10.4 Physics & Collision Engine

Physikalisch basierte Spiele. ..
* enthalten die Simulation grundlegender, physikalischer Eigenschaften als Hauptbestandteil.
* Bei Computerspielen ist dies vor allem die Newtonsche Mechanik.

* Oftmals werden neben starren Korpern auch deformierbare Korper (dynamische Korper) verwendet,
zum Beispiel bei der Simulation von Kleidung.

Physik Engine

* Die Physik-Engine ist eine Sammlung von Algorithmen, welche physikalische Eigenschaften simulieren
bzw. Tools zur Verfiigung stellen, um mit diesen zu arbeiten.

* Grundlegend wird zwischen zwei arten von Physik Engines unterschieden:

Echtzeit Einige Details werden vernachléssigt, um die Rechenzeit zu minimieren.
Der Fokus der Anwendung liegt hier besonders auf Computerspielen oder kleinen
Simulationen.

Hohe Genauigkeit Nahezu alle physikalischen Grof3en der realen Welt werden beriicksichtigt, die
Rechenzeit wird missachtet.
Der Fokus der Anwendung liegt hier auf der Forschung und Entwicklung neuer
Systeme, bei denen die exakten Werte relevant sind.

* Allerdings ist die Implementierung von vollwertigen Physik Engines in Spielen nicht immer vorteilhaft,
da sie einen hohen Rechenaufwand produzieren. Allerdings steigt durch die Genauigkeit der Simulation
die Qualitat des Spiels.

* Folgende Kernelemente gehoren in jede Physik Engine:
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— Typen von Objekten und deren Bewegungsverhalten
Objekte: Starrkorper, Partikelsysteme, deformierbare Korper, . ..
Bewegungsverhalten: Integration von Differentialgleichungssystemen

- Kontaktmodellierung, -detektion und -behandlung; Erkennen von Ort, Kraft und/oder Impuls von
Kollision zwischen ruhenden, verbundenden und kollidierenden Objekten.

10.5 Modellierung eines Objektes

* Punktmasse
* Masse mit Tragheitstensor (Beschreibung der raumlichen Masseverteilung des Objektes)

* Verbundene Partikel (starr oder elastisch)

10.6 Kontake, Kollisionen, Krafte und Impulse

* Beispiel: Buch liegt auf einem Tisch
— Keine Geschwindigkeit, keine Bewegung

— Das Buch driickt mit immer der selben Kraft auf den Tisch.

* Beispiel: Aufprallender Ball
— Dynamischer Riickstof3 bei Aufprall auf dem Boden.
- Die Anderung der Ballgeschwindigkeit wird von der Aufprallenergie beeinflusst.

- Kollisionsbehandlung (Abprall) erfolgt instantan und nicht fiir eine sehr kurze Zeitdauer.

* Die meisten Physik Engines behandeln entweder alles {iber Krdfte oder alles iiber Impulse.

- Krifte-basierte Physik Engines sind hierbei niher an der realen Welt, der Berechnungsaufwand ist
aber extrem grof3.

— Impuls-basierte Physik Engines haben meist einen geringeren Berechnungsaufwand und &hnliches
Objektverhalten wie Krafte-basierte Engines.
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11

Simulation autonomer Roboter

* Roboter sind komplexe technische Systeme bestehend aus Aktuatoren, Sensoren, Recheneinheiten, sehr

vielen Algorithmen, ....

Sie treten in vielen Anwendungen und Erscheinungsformen auf (Roboterarme, mobile Roboter, selbst-
fahrende Autos, ...).
Die Simulation eines Roboters umfasst

1. Roboterbewegung,

2. Robotersensoren und

3. Interaktion des Roboters mit der Umgebung.

11.1 Problemspezifikation

Aufgaben und Anforderungen an die Simulation:

Auslegung und Abschitzung von Hardware (Antriebe, Sensoren, ...)

Berechnung der optimalen Bewegungsablédufe

Auslegung und Tests von Reglern

Test der Steuerungssoftware von autonomen Robotern

u.v.m.

Je nach Aufgabe unterscheiden sich die Anforderungen an die Simulation drastisch.

Da die Steuerungssoftware sehr komplex sein kann, ist es notig, diese sehr gut zu testen.

Durch die Zeit- und Kostenintensive Nutzung realer Roboter ist eine geeignete Robotersimulation
notwendig.
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12 Beispiele aus der Forschung

Dieser Abschnitt wird nicht in der Zusammenfassung behandelt und ist im Foliensatz nachzulesen.
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