Mathematik 3 (Numerik)

Zusammenfassung
Fabian Damken
8. November 2023

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT




Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen

1.1 Vektornorm . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e
1.2 Induzierte MatriXnOrmen . . . . . . . . v v v v v it et e e e e e e e e e e e e e e e
1.3 Konditionszahl . . . . . . . . . . e e e e
1.4 Spezielle Matrizen . . . . . . . . . . o e e
1.5 Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . . . .. ... e

1.5.1 Charakteristisches Polynom . . . .. ... ... .. ... ... .. .. ... ... ...,

1.5.2 Eigenschaften . . . . . . . . . . .. e e e

1.5.3 Diagonalisierbarkeit . . . . . . . . . .. .. ... e
1.6 O-NOtation . . . . . . v it e e e e e e e e e e e e e e e

2 Interpolation
2.1 Polynominterpolation. . . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e
2.1.1 Eindeutigkeit . . . . . . . . .. e e e e e
2.1.2 Naiver LOSUNZSANSAtZ . . . . . . .t o v it e e e e e e e e e e e e e
2.1.3 Lagrange-Interpolation . . . . . . . . . . . . e e e
2.1.4 Newtonsche Interpolationsformel . . . . . .. ... ... ... . oL
2.1.5 Fehlerabschatzungen . . . . . . . . . . . . . . . e
2.1.6 RungesPhdnomen . . . . . . . . . . . . . i it i e
2.1.7 Tschebyscheff-Abszissen . . . . . . . . . . . . . . .. .. ...
2.2 Spline-Interpolation . . . . . . . . . . e e e e e e e e e
2.2.1 Lineare SPLINes . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e
2.2.2 Kubische Splines . . . . . . . . . . . e e

3 Integration
3.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur . . . . . . . . . . . . . . i v i i vt i it e e
3.1.1 Spezielle geschlossene Newton-Cotes-Formeln . . . . . . ... ... ... ........
3.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur . . . . . . . . . o v v v v v it e et e e e e e e e e
3.2.1 Spezielle offene Newton-Cotes-Formeln . . . . . ... ... ... ... ..........
3.3 Vergleich Geschlossene vs. Offene Newton-Cotes-Quadratur . . . . . . .. ... ... .....
3.4 Summierte Newton-Cotes-Formeln . . . . .. .. ... ... ... ...
3.4.1 Summierte Trapezregel (geschlossen) . . . . . ... ... ... .. ... .. .. ... .
3.4.2 Summierte Simpson-Regel (geschlossen) . . . . ... ... ... ... ..........
3.4.3 Summierte Rechteck-Regel (offen) . . ... ... ... ... ... .. .. ... . ...,

4 Gewohnlichen Differentialgleichungen
4.1 Existenz- und Eindeutigkeit . . . . . . . . . . . . ...
4.2 Numerische Verfahren . . . . . . . . . . . . . e
4.2.1 Explizites Euler-Verfahren . . . . . . . . . .. . ... ...
4.2.2 Implizites Euler-Verfahren . . . . . . . . . .. ... ...




4.2.3 Verfahren von Heun (1. RK-Verfahren 2. Ordnung) . ... ... ... ..........
4.2.4 Modifiziertes Euler-Verfahren (2. RK-Verfahren 2. Ordnung) . .. ... .........
4.2.5 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4) . . . . . . .. . . ... ... ...
4.2.6 Explizite Runge-Kutta-Verfahren und Butcher-Schema . ... ... ... ........
4.2.7 Implizite Runge-Kutta-Verfahren und Butcher-Schema . . ... ... ... .......
4.3 Konvergenz und KonsSistenz . . . . . . . . . . . o it i e e e e e e e e e
4.3.1 KonsistenzordNUNZEN . . . . . v v v v vt vttt e e e e e e e e e e e e
4.4 Steife Differentialgleichungen . . . . . . . . . . ...
4.4.1 Modellgleichung . . . . . . . . . . . e
4.4.2 StabilitAt . . . . .. e

Lineare Gleichungssysteme

5.1 Losungstheorie . . . . . . . . . . . . i e e e e e e e e

5.2 Gauf’sches Eliminationsverfahren, Dreieckszerlegung . . . . . . ... ... ... ... .....
5.2.1 Losung gestaffelter Gleichungssysteme . . . . . . ... ... .. ... ... ...,
5.2.2 Gaulfdsches Eliminationsverfahren . . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. .. ...
5.2.3 LR-Zerlegung . . . . . . . . . . e e e e e e e e
5.2.4 Matrixklassen ohne Pivotsuche . . . . ... . ... ... . .. ... ... . . ...

5.3 Cholesky-Verfahren . . . . . . . . . . e
5.3.1 Verfahren . . . . . . . . . . . . e e e
5.3.2 Eigenschaften . . . . . . . . . . . e e e e e e

5.4 Fehlerabschdtzungen und Rundungsfehlereinfluss . . . . . ... ... ... ... ........
5.4.1 Fehlerabschitzungen fiir gestorte Gleichungssysteme . . . . . .. ... ... ... ...
5.4.2 Rundungsfehleranalyse. . . . . . . . . . . . . . . .. ...

Nichtlineare Gleichungssysteme

6.1 Newton-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . e e
6.1.1 Lokales Newton-Verfahren . . . . . . .. ... . . . ... . .. ...,
6.1.2 Globalisierung . . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e

Eigenwert- und Eigenvektorberechnung

7.1 Storungstheorie . . . . . . . . .
7.1.1 Gershgorin-Kreise . . . . . . . . . . . i e e e e e

7.2 Numerische Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . e
7.2.1 VeKtoriteration . . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e
7.2.2 OQR-Verfahren (von Francis) . . . . . . . . . . . . 0 i i i i et




1 Grundlagen

1.1 Vektornorm

Eine Vektornorm ist eine Abbildung ||-|| : R® — R™ mit folgenden Eigenschaften:
Definitheit |¢|| =0 < =0
Homogenitat ||axz| = || - ||z| (fiir alle « € R und alle z € R™)

Dreiecksungleichung ||z + y|| < [[z| + ||y|| (fur alle z,y € R™)

Wichtige Normen
p-Norm ||z, = {/> "0y |2al”

Summennorm |jz||; = > ", |z
(1-Norm)

Euklidische Norm |[z[|, = />""  2? = VaTlz
(2-Norm)

Maximumsnorm ||z|| = max;—i ... » |z;]
(co-Norm)

1.2 Induzierte Matrixnormen

Sei ||-|| eine beliebige Norm auf R”. Dann ist auf R"*" eine dazugehorige Matrixnorm definiert durch:

A
|A]| == sup ||Az| = sup |1 Az]
lzll=1 e#0 |7

fiir jede Matrix A € R™*"™. Diese Norm wird induzierte Matrixnorm genannt.
Eine solche Norm hat folgende Eigenschaften:

Definitheit ||A| =0 <= A =0
Homogenitat || A| = || - [|A] (fiir alle « € R und alle A € R"*™)
Dreiecksungleichung ||A + BJ| < ||A|| + ||B|| (fiir alle A, B € R"*")
Vertraglichkeit || Ax| < ||A] - ||| (fiir alle z € R™ und alle A € R™*")
Submultiplikativitat |AB|| < ||A]| - ||B|| (fir alle A, B € R"*")




Wichtige Normen

Spaltensummennorm ||A||; = max;j—i ... » Yy |aijl

(1-Norm)
Euklidische Norm || A||, = \/Amax(AT A) (mit \ Eigenwert von A)
(2-Norm)

Zeilensummennorm |[A[| , = maxi=1,.. » > iy |asj]
(co-Norm)

1.3 Konditionszahl

Sei A € R™™" invertierbar und sei ||-|| eine induzierte Matrixnorm.

Dann ist
cond(A) = || Al - ][4~

die Konditionszahl von A bzgl. der Matrixnorm ||-||.

1.4 Spezielle Matrizen

e A € C™" ist hermitesch gdw. A" = A, wobei AH = A"
o A€ C™™ist unitdt gdw. A7 = A71L,

o A € R™" ist orthogonal gdw. AT = A=!, bzw. ATA = AAT =T

1.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eine Zahl A € C heil3t Eigenwert einer Matrix A € C™"*™ gdw. es einen Vektor x € C", x # o gibt mit:
Az = Az

Ein solcher Vektor wird Eigenvektor genannt. Die Menge aller Eigenwerte o (A) hei3t Spektrum von A.
Der Unterraum
Eigy(\) == {z € CN | (A — M)z = 0}

wird Eigenraum von A zum Eigenwert A genannt. Die Dimension
v(A) == dim(Eig4(A\)) = n — rank(A — AI)

ist die geometrische Vielfachheit von A und gibt die maximale Anzahl linear unabhingiger Eigenvektoren zu A
an.




1.5.1 Charakteristisches Polynom

A ist ein Eigenwert von A € C™*™ gdw. gilt
X(A\):=det(A—X)=0

also wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms X von A ist.
Das charakteristische Polynom hat die Linearfaktorzerlegung

X(p)=(=1)" (u—=2)" o (= Ag)™

wobei v()\;) = v; € N die algebraische Vielfachheit von \; genannt wird.

1.5.2 Eigenschaften

Sei A € C"*"™ eine beliebige Matrix, dann gilt:
s Aca(A) = Aco(AT) AN e o(AH)

e Fiir jede regulidre Matrix A hat die zu A dhnliche Matrix B = T~ AT das selbe charakteristische Polynom
und die selben Eigenwerte wie A. Ist 2 ein Eigenvektor von A, dann ist y = 7'« ein Eigenvektor von B.

* Ist A hermitesch, dann hat A nur reelle Eigenwerte.
Ist A unitdr, dann gilt |\| = 1 fiir jeden Eigenwert \.

1.5.3 Diagonalisierbarkeit

Eine Matrix A € C™*™ heil3t diagonalisierbar gdw. sie n linear unabhingige Eigenvektoren besitzt.

1.6 O-Notation

Fiir eine Funktion g : N — R bezeichnet O(g(n)) die Menge aller Funktionen, die asymptotische nicht schneller
wachsen als g, d.h.:

O(g(n)) ={f:N—=R|InpeN:FceR:¥ne N,n>ng: f(n) <c-g(n)}




2 Interpolation

Gegeben Funktionaler Zusammenhang y = f(z), f:[a,b] > R,a<beR
Bekannt Werte y; = f(x;), i=0,---,n (Stiitzstellen)
Ziel Anndherung fiir f(z) fiir beliebige x € [a, b]

Interpolationspro- Suche einfache Ersatzfunktion ®(z) mit ®(z;) =y;, i=0,---,n
blem

Wunsch Der Fehler | f(z) — ®(z)| sollte auf [a, b] moglichst gering sein.

Interpolationsaufgabe Zu einer gegebenen Ansatzfunktion ®(x;aq,- - ,a,), = € R mit Parametern
ap, -+ ,ap, € R sollen zu gegebenen Paaren (z;,y;) ¢ = 0,--- ,n mit z;,y; € Rund x; # z; firi # j
sollen die Parameter ag, - - - , a,, SO bestimmt werden, dass die Interpolationsbedingungen ®(z;; ag, - -+ ,a,) =
vi, 1=0,---,n erfillt sind. Die Paare (z;,y;) werden als Stiitzpunkte bezeichnet.

2.1 Polynominterpolation

Ansatzfunktion: Polynome vom Grad < n, also
pn(2) = ®(2,00, - ,an) = ap + a1z + -+ + apa”

Interpolationsaufgabe: Finde ein Polynom p,(xz) vom Grad < n, sodass die Interpolationsbedingungen
pn(xs) =vyi, 1=0,---,n erfillt sind.
Anwendungen hierfiir sind z.B.:

* Approximation einer Funktion auf einem Intervall
e Inverse Interpolation (Approximation von f~! bei einer gegebenen Funktion f)
* Numerische Integration (siehe Kapitel 3)

e Numerische Differentiation

2.1.1 Eindeutigkeit

Es existiert genau ein Polynom vom Grad < n, welches die Interpolationsbedingungen erfiillt, und zwar p, (z).
Die Losung einer Interpolationsaufgabe ist also eindeutig.




2.1.2 Naiver Losungsansatz

Die Interpolationsbedingungen liefern n + 1 Gleichungen, womit sich mit Koeffizienten ay, - - - , a,, ein lineares
Gleichungssystem aufstellen 1asst:

n

2
1 o x5 -+ x( ag Y0
1 x1 x% R al Y1
1 2 n
Tn Th Ty an UYn

Nachteile

 Hoher Rechenaufwand: Das Auflésen des Gleichungssystem benétigt O(n?) Rechenoperationen.

¢ Die Koeffizientenmatrix (Vandermonde-Matrix) ist invertierbar, aber extrem schlecht konditioniert —
Rundungsfehler werden dramatisch verstarkt.

2.1.3 Lagrange-Interpolation

n n
_ _ T — T
pn(x) = ZykLk,n(x) Lin(z) = . H ﬂ
k=0 Jj=0,j#k
Die Lagrange-Polynome Ly, ,, sind so gewahlt, dass:
1 fallsk =i
Ly (i) = { = O
0 sonst
wobei d; das Kronecker-Symbol ist.
Bewertung
* Vorteile

- Rechenaufwand: O(n?) zur Koeffizientenberechnung, O(n) zur Auswertung von p,,(z)

— Intuitive Darstellung

* Nachteile
— Hinzunahme von Stiitzstellen ist aufwendig.

2.1.4 Newtonsche Interpolationsformel

n
pn(z) = yo + Z%’(fﬂ —x0) e (T =) Y = Sz, mi]
i=1
Die Berechnung der Parameter erfolgt tiber die dividierten Differenzen fi,, ... »,) = i zu den Stiitzstellen
To, -+, T, WObel fi;) = Y0 = yo- Allgemein werden die dividierten Differenzen {iber Rekursion berechnet

(die Reihenfolge der x; ist dabei irrelevant):

jZO,"',’I’LZ f[:c]]:y]

) f[x. o] T f[x,,“.’x. 1]
k=L-n =0 n—kt [l 0= - Zik—xj S
J j




Die Berechnung der dividierten Differenzen kann z.B. mit folgendem Schema erfolgen:
To | flzg) = Y0\
f[:(;o,azl] N
/
T f[zl] =N N, f[xo,wl,ﬂw]
f /
[z1,m2] N\
T2 | fla) = Y2 <

Vorteile
* Rechenaufwand: O(n?) zur Berechnung der dividierten Differenzen, O(n) zur Auswertung von p,, ()

* Hinzunahme neuer Stiitzstellen erfordert nur die Berechnung von n zusétzlichen dividierten Differenzen.

2.1.5 Fehlerabschatzungen

Sei f € C"*([a,b]) und z, - - - , z,, € [a, b] verschiedene Punkte und sei p,(x) das eindeutige Interpolations-
polynom vom Grad < n zu den Stiitzwerten (x;, f(x;)), ¢=0,---,n. Dann existiert zu jedem x € [a, b] ein
&z € [a,b] mit
fntD (&)
f(@) = pn(z) = W(ﬂﬁ —x0) (x — xn)

Mit dem Knotenpolynom

=0
gilt fiir den maximalen Fehler:
’f(n+1)($>| ’f(n—i—l)(x)} "
_ < ACAR St < Y p )
sy ) — o)l < mey S gy e = 2 Ty 07

Werden keine dquidistanten Stiitzstellen verwendet sondern Tschebyscheff-Abszissen, so verscharft sich die
Fehlerabschatzung zu:

n+1
’f(n+1)($)} b—a B
—pn(2)] < P
e 1/ @) = pa(@)l < max T | 73

2.1.6 Runges Phanomen

Bei dquidistanter Wahl der Stiitzpunkte, d.h. z; = a +ih, h = b_T“, ist i.A. nicht gewéhrleistet, dass gilt:

lim f(x) —pn(z) =0 fiir alle = € [a, b]

Runges Phinomen beschreibt das Uberschwingen des Interpolanten am Rand des Intervalls.




2.1.7 Tschebyscheff-Abszissen

Tschebyscheff-Abszissen dienen der Vermeidung von Runges Phdnomen, in dem die Stiitzstellen nicht dquidi-

stant gewéahlt werden:
b—a (21' +1 n) b+a
T; = cos = |+ 1=0,---.n

2 n+1l 2 2

Dies liefert den minimalen Wert fiir max,¢[,5) |w(z)|, und zwar:

b1 n+1
max |w(x)| = <_> 2"
z€[a,b] 2

2.2 Spline-Interpolation

* Motivation: Hohere Anzahl an Stiitzstellen ergibt nicht immer eine bessere Approximation bei der
Polynominterpolation.

* Losung: Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle und Polynominterpolation auf den Teilintervallen mit Grad
< k.

* Problem: Die Polynome passen an den Intervallgrenzen mglw. nicht zusammen.

— Spline-Interpolation: Die Polynome gehen k£ — 1-mal stetig ineinander tiber.

Splinefunktion Sei A = {z;|a =129 <1 <--- < x, = b} eine Zerlegung des Intervalls [a, b], wobei die z;
Knoten genannt werden.

Dann ist eine Splinefunktion der Ordnung k zur Zerlegung A eine Funktion s : [a,b] — R mit folgenden
Eigenschaften:

* Esgilt s € C*1([a, b))
* s stimmt auf jedem Intervall [z;, ;1] mit einem Polynom s; vom Grad < k {iberein.

Die Menge dieser Splinefunktionen wird mit Sa j bezeichnet.
Splinefunktionen mit £ = 1 werden Lineare Splines genannt, Splinefunktionen mit £ = 3 werden Kubische
Splines genannt.

Interpolationsaufgabe Bestimme zu einer Zerlegung A = {z;|a = 29 < 1 < -+ < 2, = b} und Werten
yi € R, i=0,---,neine Funktion s € Sa j mit s(z;) =y;, ©=0,---,n.

2.2.1 Lineare Splines

* Ein linearer Spline s € Sa ; ist stetig.
* s ist ein Polynom vom Grad < 1 auf jedem Intervall [z;, z;11].
* Die Interpolationsbedingungen ergeben s;(z;) = y; und s;(zi+1) = Yi+1-
* Dies legt s; fest (Lagrange-Interpolation):
Tit1 — T T — x;

s(z) = si(z) = pep— + prm— fir alle z € [z;, z11]
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Eindeutigkeit

Zu einer Zerlegung A von [a,b] und Werten y;, ¢ = 0,--- ,n existiert genau ein interpolierender linearer
Spline.

Fehlerabschitzung

Sei f € C?([a,b]). Dann gilt fiir jede Zerlegung A = {z;|a = 29 < x1---2, = b} von [a,b] und den
interpolierenden Spline s € Sa ; von f:

1 .
max |f(z) — s(z)| < - max ‘f”(x)‘ hZ s mit Amax = mMax Tjp1 — ;
z€la,b] 8 z€la,b] i=0, m—1

2.2.2 Kubische Splines

* Ein kubischer Spline s € S 3 ist zweimal stetig differenzierbar.
* " ist stetig und stiickweise linear, d.h. s € Sa ;.
* s wird durch Integration von s” bestimmt.

Mit den Momenten M; = s/ (z;) ergibt sich der Ansatz:

1 s _ 3 _ i3
Sz(x) = 6 (('T +1 x) M; + (l’ * ) Mz‘+1> —l—Ci(:C - a:z) +d;

LTi+1 — X4 Li+1 — X4

mit zwei Konstanten ¢;, d; € R:

¢ = yl%lyz - Ez(Mi—H — M;)
h2
di = yi — Ez i
Zu Berechnung der Momente M;, i =0,---,n missen zusitzliche Randbedingungen verwendet werden,
die alle eindeutige Losungen fiir My, - - - , M, liefern:

Natiirliche s"(a) = s"(b) =0, d.h. My = M,, =0
Randbedingungen
Hermite-Randbedin- s'(a) = f'(a) und s'(b) = f/(b)
gungen
Diese Randbedingungen ergeben mit obigem Ansatz ein lineares, diagonaldominantes, tridiagonales Glei-
chungssystem:

(o Ao ] bo
ho  hoth1 M Y2=Y1 _ Y1—Y%o
6 3 6 h1 ho
. .. My .
hi-1 hi—1th; hi My . Yit1—Yi _ Yi—Yi—1
6 3 6 : - h; hi_1
: M,
hn72 hn72+hn71 hnfl Yn—Yn—1 _ Yn—1"Yn—2
6 3 6 n—1 n—2
L An Hn L b, i

Mit folgenden Werten fiir 1, Ao, A, fin, b0, b

1



* Natiirliche Randbedingungen:

A= A=by=b,=0

Ho = Hn =
* Hermite Randbedingungen:
Mo = @
3
[ = hn—l
" 3
ho
Ay = 2
7 6
A, = hn—l
" 6
Y1 — Y /
bo = . f(a)
0
Yn — Yn—1
b, = f'(b) —
hn—l
Natiirliche Randbedingungen
10 7 [ 0 |
ho  hothi Y2—y1 _ Y1—¥o
6 3 6 1 ho
. My .
hi—1  hij_1+h; hi Ml o Yi+1—Yi _ Yi—Yi—1
6 3 B |l hi hi—1
. Mn .
hn—2  hn_othn_1  hn_1 Yn—Yn—1 _ Yn—1—Yn-—2
6 3 6 n—1 hn—2
i 0 1 ] 0
Hermite Randbedingungen
[h h ] r Yi—Y% __ ¢/ 7T
T0 F0 ho f (a)
ho  hothi Y2—U1 _ Y1—Yo
6 3 6 ha ho
_ My .
hi—1 hi—1+h; h; Ml _ Yi+1—Yi _ Yi—Yi—1
6 3 6 | T hy hi—1
T . . M M
hn—2  hn_2t+hn_1  hn_1 K Yn—Yn—1 _ Yn—1—Yn-2
6 3 6 Pn—1 Bn—2
hn_1 hn_1 f/(b) _ Yn—=Yn—-1
L 6 3 L o1
Fehlerabschatzung

Seien hmin = minizo,... n—1 hl und hmax = MaX;=(,..- ,n—1 hl




Dann gilt fiir f € C*([a, b]) mit ”(a) = f”(b) = 0 und jede Unterteilung A, y; = f(x;) und dem kubischen
Spline-Interpolanten s € Sa 3 zu den natiirlichen Randbedingungen und £ =1, 2:

£(2) — s@)] < 2 sup |19 ey

min £€[a,b]
thax —
(@) = s¥ (@) < B sup |70 (¢)| ik

hmin &€la,b]

Fiir die hermite Randbedingungen gelten schirfere Fehlerabschédtzungen (sei alles definiert wie oben):

f(x) = s(@)] < = sup |FP(E)] hmax
38456[”]‘ ‘ a

2hm X —
= sup | PO (€)] il

min  £€(a,b]

FP (@) = sW (@) <

13



3 Integration

Gegeben Ein funktionaler Zusammenhang f : [a,b] — R.

Ziel Ndherungsweise Bestimmung des Integrals f: f(z)dx

Integrationsaufgabe: Zu einem gegebenen, integrierbarem, f : [a,b] — R, berechne I(f) = fab f(z)dx.

Exakte Integrationsformel Eine Integrationsformel J(f) = >""" , 5 f(x;) heiB3t exakt vom Grad n gdw. sie

alle Polynome bis mindestens Grad n exakt integriert.

3.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

n n n .
_ h—
f)=hY araf(ar) ak,n:/o | H Z Jds  h=""2" s =a+kh
k=0 Jj=0,j#k
* Die Werte agp, - -+ , ap p, heillen Gewichte.

Diese sind unabhéngig von f und [a, b] und somit tabellierbar.

Es gilt immer:
n n
hZakvn:b—a, also Zo‘kv”:n
k=0 k=0

Die geschlossene Newton-Cotes-Formel I( f) ist exakt vom Grad n.

Fehlerabschatzung Es gilt fiir den Fehler E,,(f) = I(f) — L.(f):

/f dac—/pn ) dx

/ |f(x z)| dr < max ‘f(n-H)(g)’ (b—a)"t?

¢elab] (n+1)!

3.1.1 Spezielle geschlossene Newton-Cotes-Formeln

n h Qg max. Fehler F,,(f) Name
lib—a 3 3 MaXee(q,p] |f(2) I h3  Trapezregel

2| ba PO MaXee(q b |f(4) |h5 Simpson-Regel
I T T I T IR

4| bge W86 W ey Wh Milne-Regel

Tabelle 3.1: Geschlossene Newton-Cotes-Formeln

14



Ab n > 7 treten negative Gewichte auf, weshalb das Verfahren zunehmend numerisch instabil wird.

3.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur

n+1

= nt2 il -7 b—a
In(f):hzdk,nf(xk) &kz,n:/ H ﬁds h:n+2 Tr =a+ kh
k=1 0 j=1j#k
3.2.1 Spezielle offene Newton-Cotes-Formeln
n ‘ h Gk, max. Fehler En( f) Name
@
0 b*T“ 2 MaXee|q,p] |/ 3(5)‘ h3  Rechteck-Regel
—a ARG
o e W v
— 28| 1'% (8)
2 | b=a % —% % maxXec|q,p) ThE’

Tabelle 3.2: Offene Newton-Cotes-Formeln

Vorteil offener Formeln: kleineres h bei gleichem n.

Somit ist nur die Rechteck-Regel empfehlenswert.

Die Fehlerordnung von n = 1 ist wie bei n = 0, also kein zusétzlicher Nutzen.

Ab n > 2 konnen negative Gewichte auftreten — Numerisch instabil.

3.3 Vergleich Geschlossene vs. Offene Newton-Cotes-Quadratur

geschlossen offen
n h E.(f) Name h E.(f) Name
0 b=a  max FP©lps  Rechteck-Regel
2 ¢€fab] 3 &e
@ @)
11 b—a maxeepn,y f 12(5)’h3 Trapezregel 3% maxeefy M’ﬁ
(4 &
2 b_T“ MaXee|q,b] |/ 90(5)’h5 Simpson-Regel Z’TT“ MaXee(q,b] %0(5)’}15
)
3 b_T“ MaX¢e[q,b] 3“80(5)‘]15 3/8-Regel
b—a 8179, 7 .
4 1 maXeelap — 915 1 Milne-Regel

Tabelle 3.3: Vergleich: Offene/Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

3.4 Summierte Newton-Cotes-Formeln

* Problematik: Die Newton-Cotes-Formeln liefern nur genaue Ergebnisse, wenn das Integrationsintervall
klein und die Anzahl der Knoten nicht zu grof} ist.
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* Idee: Zerlege [a, b] im m Teilintervalle der Lénge H = %:

y]:a+]Ha j:()?"'am

* Es gilt:

¢ Wende nun die Newton-Cotes-Formel vom Grad n einzeln auf die Teilintervalle an und summiere das

Ergebnis.

|_I

=h Zamf Tjn+i) T =a-+kh h = N =nm
7=0 =0

Die Gewichte «; ,, sind die Gewichte der geschlossenen Newton-Cotes-Formel.
Der Quadraturfehler

RO =1(f) - SP(f)

ergibt sich durch Summierung der Fehler auf den Teilintervallen.

3.4.1 Summierte Trapezregel (geschlossen)

,_.

m—

h ) b—a
=3 fzy) + f( x]+1)) zj=a+jh h= —
]:0
Fehler: Rg\})(f) < maxee(q ) ‘fli(;)‘ (b —a)h?
3.4.2 Summierte Simpson-Regel (geschlossen)
h 1 , b—a
g fxo)) +4f(x2541) + f($2j+2)) r; =a+jh h = 9
J:0 "

(4)
Fehler: Rg)(f) < maxee(q,) %(b —a)h?

3.4.3 Summierte Rechteck-Regel (offen)

- Ui . bh—
O)f)=2h2f($2j—1) zj=a+jh  h=1

Fehler: R\ (f) < maxecpas Lol (b — a)h?
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4 Gewohnlichen Differentialgleichungen

Gegeben Eine Funktion f : [a,b] x R"™ — R™ und ein Anfangswert yy € R"

Gesucht Eine Funktion y : [a,b] — R", deren Ableitung ¢’ eine gewohnliche Differentialglei-
chung der Form

Yy ()= fty), telab]
erfiillt und zudem der Anfangsbedingung y(a) = yo gentigt.

y'(t) = f(t,yt), tela,b] (AWP)
y(a) = vo

Oftmals bezeichnet ¢ dabei die Zeit, woher der Name Anfangswertproblem stammt.

4.1 Existenz- und Eindeutigkeit

Sei f : [a,b] x R™ — R" Lipschitz-stetig. Dann gilt:
* Zu jedem Anfangswert besitzt das AWP exakt eine Losung y € C*([a,b]; R") (Satz von Picard/Lindeloff).
* Sind y, z Losungen zu den Anfangswerten y(a) = yo bzw. z(a) = 29, dann gilt:
vt € [a,b][ly(t) — 2(t)]| < " lyo — zo||

Wobei L die Lipschitz-Konstante darstellt. Anders ausgedriickt: Die Losung eines AWPs hangt stetig vom
Anfangswert ab.

4.2 Numerische Verfahren

Grundidee: Zerlege das Intervall [a, b] in Teilintervalle t; = a + jh, j =0,1,--- ,N, h = b_T“ und approximiere
das Integral des AWPs durch interpolatorische Quadratur und erhalte eine anndhernde Losung u; =~ y(t;).
Der Fehler e; = y(t;) — u; wird dabei Diskretisierungsfehler genannt.

Dabei konnen alle folgenden Verfahren als

uy = Youj+1 = uj + h®(t;, hyuj,ujp1), j=0,--- ,N—1

geschrieben werden. Die Funktion ®(¢, h;u,v) heilt dann Verfahrensfunktion. Hangt diese nicht von v ab,
heil3t das Verfahren explizit, sonst implizit.
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4.2.1 Explizites Euler-Verfahren

Verfahrensfunktion:
O(t;u) = f(t,u)
Verfahren:

Uo = Yo
ujr1 =uj +hf(t;, uj), j=0,--- ,N—-1

4.2.2 Implizites Euler-Verfahren

Verfahrensfunktion:
(¢, h;u,v) = f(t+ h, v)

Verfahren:

uo = Yo
Ujy] = uj+hf(tj+1, Uj+1), jIO,-” ,N—l

4.2.3 Verfahren von Heun (1. RK-Verfahren 2. Ordnung)

Verfahren:

up = Yo
h .
Uj+1lzuj'+§(k1+k2), 7=0,---,N—-1

ki = f(t;, uj)
ko = f(tj41, uj + hky)

4.2.4 Modifiziertes Euler-Verfahren (2. RK-Verfahren 2. Ordnung)

uo = Yo
Uj+12:’LLj+hk2, jZO,-'-,N—l
ki = f(tj, uj)

ky = f(tj + g uj + gkl)
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4.2.5 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)

up = Yo
h
Ujt1 = Uj + (k1+2/€2—|—2k3+k4) j=0,---,N—-1

k= f(t, Uj)

h h
ko= £ (14 5+ 5h)

h h
sl o )
ky = f(tj+17 u; + hkg)

4.2.6 Explizite Runge-Kutta-Verfahren und Butcher-Schema

Ein r-stufiges Runge-Kutta-Verfahren hat den allgemeinen Aufbau:

i—1
ki(t,u,h) =k; ZZf(t-F%h, u—i—hZai,jkj), 1=1,---,r

j=1
(t, h;u) Zﬂu

Die Werte fiir v;, 5; und oy, lassen sich durch das Butcher-Schema kompakt beschreiben:

v | O
Y2 | a1 0
v3 | azp as2 0

R S S s

Bl 32 T ﬁr—l ﬁr

Tabelle 4.1: Butcher-Schema fiir explizite r-stufige RK-Verfahren

Fiir die oben vorgestellten Verfahren ergeben sich folgende Butcher-Schemata:
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Explizites Euler-Verfahren 0 (1)—
010
Modifiziertes Euler-Verfahren 1200
0 1
010
Verfahren von Heun 111 0
I 1
3 2
010
1|1
2132 O
Klassisches RK-Verfahren 4. Ordnung (RK4) 5 [0 1 0
1 /0 O 1 O
1 1 I 1
6 3 3 6

Tabelle 4.2: Klassische Butcher-Schemata

4.2.7 Implizite Runge-Kutta-Verfahren und Butcher-Schema

Ahnlich wie fiir explizite RK-Verfahren (siehe 4.2.6) l4sst sich das Butcher-Schema auch fiir r-stufige implizite
Runge-Kutta-Verfahren verallgemeinern:

k@-(t,u,h):ki::f(t—i—%h,u—l—hZaijkj), 2':1,---,7"
7j=1

O(t, hyu) =Y Biki

=1

Das Butcher-Schema bildet dann keine strikte untere Diagonalmatrix mehr und sieht wie folgt aus:

0 G e S I Y ¢ ) T R o S I

Y2 | 21 v ot Q1 Q2

Yr | Q1 o o Q1 Oy
1 B2 - Bror B

Tabelle 4.3: Butcher-Schema fuir implizite r-Stufige RK-Verfahren

4.3 Konvergenz und Konsistenz

Sei @ eine Verfahrensfunktion. Dann heil3t die Grof3e

(1, 1) = & (y(t+ R) — y(6) ~ B (5 Bsy(0) (¢ + 1)), h> 0,6 € fa,b—

1
=5 X Defekt beim Ensetzen der Losung in das Verfahren
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lokaler Abbruchfehler oder Konsistenzfehler des Verfahrens an der Stelle ¢.

* Konsistenz von der Ordnung p

3C >0,h>0:Y0<h<h,te[a,b—h]:|r(th)]|<Ch

e Stabilitat

JK > 0:Vt € [a,b],u,v,u,0 € R" : [|®(t, h;u,v) — D(¢, h;u,0)|| < K(||lu—al + ||[v—2||)

* Konvergenz von der Ordnung p

b_
IM>0,H>0:Yj=0,---,N, h= N“gH:||ej||:||y(tj)—uj||thp

Ist ein Verfahren (APX) konsistent von der Ordnung p und stabil, dann ist es auch konvergent von der
Ordnung p.

4.3.1 Konsistenzordnungen

Fiir die oben vorgestellten Verfahren ergeben sich folgende Konsistenzordnungen:

Verfahren Konsistenzordnung
Explizites Euler-Verfahren 1
Implizites Euler-Verfahren
Verfahren von Heun
Modifiziertes Euler-Verfahren
RK4

ADNDNR

Tabelle 4.4: Konsistenzordnungen

Konsistenzordnungen von Runge-Kutta-Verfahren

Durch das Butcher-Schema konnen Verfahren von beliebiger Konsistenzordnung p erzeugt werden (hierzu
muss die Stufenanzahl r grol3 genug gewéhlt werden).

Bis zu Konsistenzordnung p = 4 lésst sich die Konsistenzordnung einfach nachrechnen (seien v;, 5; und oy,
wie im Butcher-Schema unter 4.2.7). Dann gilt: Das Verfahren ist von Konsistenzordnung. ..

p =1 wenn gilt:
T
D Bi=1
i=1

p = 2 wenn die Anforderungen fiir p = 1 gelten und gilt:

r

1
Z Bivi = 3
=1
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p = 3 wenn die Anforderungen fiir p = 2 gelten und gilt:

- 1 - 1
> Bi = 3 > Bicijv = 5
i=1 ij=1
p = 4 wenn die Anforderungen fiir p = 3 gelten und gilt:
T T
1 1
Zﬁﬂ? =1 Z Bivicvi, v = 3
i=1 ij=1
- 1 a 1
Z @'%‘,ﬂ? =1 Z Bicv jo ke = 21
L=l i, k=1

Somit lassen sich die Konsistenzordnungen in Tabelle 4.4 leicht nachrechnen.

4.4 Steife Differentialgleichungen

Ausgangspunkt: Ein Anfangswertproblem iiber ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen
(AWPn):

y'(t) = f(t,yt)), tela,b]
y(a) = yo

mit f: [a,b] x R" - R", gy € R™.

Bei einer steifen Differentialgleichung ist die Losung zusammengesetzt auf einem langsam veranderlichen
Teil (meist abklingend) und einem Anteil, der i.A. sehr schnell gedampft wird.

Ist das Systems linear (LAWPn), d.h. das AWPn ist durch folgende Gleichungen gegeben (mit einer Matrix
A € R™ und einem Vektor ¢ € R"):

y'(t) = Ay(t) + ¢, te€]a,b]

Sei fernen A diagonalisierbar mit den Eigenwerten ); und den Eigenvektoren v;. Dann hat die allgemeine
Losung folgende Form (mit einer partikularen Losung yp):

y(t) = yu(t) +yp(t), ym(t) =Y CieM'y,
=1

— eRe()\i)t:

Gilt nun Re(\;) < 0 fiiri = 1,--- ,n, so gilt aufgrund von |e!
i
Ag ) = 0
Die Losungen ndhern sich also insgesamt der partikuldren Losung yp an.

* Dabei klingen Summanden in yz mit Re(\;) < —1 sehr schnell und Summanden mit Re()\;) & —1
deutlich langsamer ab.

* Existieren Eigenwerte mit Re()\;) < —1 und Eigenwerte mit schwach negativem Realteil, wird das
System steif genannt.
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Problematik Numerische Verfahren (insbesondere explizite Verfahren) haben oftmals Probleme bei der Ap-
proximation von steifen Differentialgleichungen. Sie benotigen haufig sehr kleine Schrittweiten, um annahernd
eine Losung zu approximieren.

4.4.1 Modellgleichung

Beobachtung: Arbeitet ein numerisches Verfahren fiir alle DGL 2’ = diag(\1, - - - , A, )z zuverléssig, dann liefert
es auch fiir das steife System y' = Ay, y(0) = yo gute Ergebnisse.
Zum testen von numerischen Verfahren wird eine Modellgleichung definiert:

v =Xy, y(0)=1, mit)e C,Re()) <0

Diese hat die Lésung y = e* und aufgrund von Re(\) < 0 gilt tli)m y(t) = 0. Die Losung féllt also abhingig

von der GroRe von |Re(\)| sehr unterschiedlich stark ab.
Damit ein numerisches Verfahren gut geeignet ist, muss die numerisch berechnete Naherungslosung von

vy =Xy, y(0)=1,mit A € C,Re()\) <0

soll die Eigenschaften der analytischen Losung y = ¢, insbesondere tlim y(t) = 0 moglichst gut widerspiegeln.
—00

4.4.2 Stabilitat

Stabilitatsfunktion und -gebiet Bei vielen Einschrittverfahren produziert die Anwendung auf die Modellglei-
chung eine Verfahrensvorschrift der Form:

uj+1 = R(q)u; mitq = Ah

Mit einer Funktion R: D — C, 0 € D C C. Diese Funktion wird Stabilitdtsfunktion genannt.
Die Menge
S={qeC[lR(g)| <1}

heilst dann Stabilitdtsgebiet.

Fiir ein r-stufiges Runge-Kutta-Verfahren nach Butcher-Schema kann die Modellgleichung wie folgt berechnet
werden (wobei 3 = (B1,---,3-)T € R", A = (o, ;) die Matrix der a-Koeffizienten und ¥ € R" der Einsvektor
ist):

ujpr = (1+MBT(I — AA) " W)u; = (14 ¢B7 (1 — qA) W),

A-Stabilitat Ein Verfahren hei3t absolut stabil (A-stabil) gdw. seine Anwendung auf die Modellgleichung fiir
jede Schrittweite h > 0 eine Folge (u;), en, produziert mit:
Vj =0,1,---: |uj+1| < ‘uj‘

Anders ausgedriickt: Die produzierte folge muss monoton fallend sein.

A-stabil <= Vg€ C,Re(q) <0:|R(q)| <1 <= S D {qe C|Re(q) <0}

L-Stabilitat Ein Verfahren heil3t L-stabil gdw. es A-stabil ist und die Stabilitatsfunktion zudem gegen 0
konvergiert, d.h.:
lim R(q)=0

q——00
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5 Lineare Gleichungssysteme

Gegeben Ein lineares Gleichungssystem (LGS) Ax = b mit:

a1 ai2 o Gip b1
a1 Q22 -+ A2, by

A= | . . U e RM™, b= .| eR"
an,1 Aan2 - Gnn Un

Gesucht Eine Losung x € R™ des Gleichungssystems.

5.1 Losungstheorie

Ein LGS hat eine Losung gdw. gilt rank(A) = rank(A, b). Das LGS hat eine eindeutige Losung gdw. A regular
ist (d.h. det(A) # 0). Die Lésung lautet dann z = A~'b.

5.2 GauBsches Eliminationsverfahren, Dreieckszerlegung

Bei dem gauf3schen Eliminationsverfahren wird versucht, das LGS durch die elementaren Operationen
* Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.
* Zeilenvertauschung, d.h. Vertauschung von Gleichungen.
* Spaltenvertauschung, d.h. Umnummerierung der Unbekannten.

in ein gestaffeltes Gleichungssystem Ry = ¢, y,, = x;, ¢ = 1,---,n umzuformen, welches die selben
Losungen besitzt wie das LGS mit Spaltenpermutationen o1, - - - , 0, und einer oberen Dreiecksmatrix R.

5.2.1 Losung gestaffelter Gleichungssysteme

Riickwartssubstitution Sei Ry = c ein gestaffeltes Gleichungssystem mit einer oberen Dreiecksmatrix

1,1 o Tin

0 Tnn

Dieses Gleichungssystem ldsst sich leicht durch Riickwértssubstitution 16sen (mit R invertierbar und ¢ =
(clv"' 7cn)T): n
Ci = D i1 TigYs
Jj=it+1"%397 .
Yi = ) Z:nan_lv'”vl
Tii

Der Berechnungsaufwand liegt dabei in O(n?), sofern keine spezielle Besetztheit vorliegt.

24



Vorwartssubstitution Sei Lz = d ein gestaffeltes Gleichungssystem mit einer unteren Dreiecksmatrix:

l1,1 0

Dieses Gleichungssystem lésst sich leicht durch Vorwaértssubstitution losen (mit L invertierbar und d =
(dla"' 7dn)T): .-
di =521 lij2

lii

i = ) i:1727"'5n

Der Berechnungsaufwand liegt dabei in O(n?), sofern keine spezielle Besetztheit vorliegt.

5.2.2 GauBsches Eliminationsverfahren

Samtliche Operationen bei dem gaufRschen Eliminationsverfahren werden an der erweiterten Koeffizienten-
matrix vorgenommen:

aig v ain | b

(A’ b) =

Gn,1 " Qnn by,

Grundversion

-

Initialisiere (A, b)) « (A, b)

2 fork=1,---,n—1do

3 Finde r € {k,--- ,n} mit agg]z = 0 (Pivotsuche)
4 if Vr : aiklz = 0 then

5 L return A nicht invertierbar

6 | Vertausche Zeile  und k, erhalte (A®), p(k))

7 fori=k+1,--- ,ndo

(R

8 L Subtrahiere [; ;, = a<—k’§ der k-ten Gleichung von der i-ten Gleichung
A ks

9 | Erhalte (A1 p(+D)
10 return (A", p(™)

Pivotstrategie

fnklg heildt Pivotelement.

Das Element a

Theoretisch ist es moglich, dass jedes Pivotelement # 0 ist.

Die Wahl kleiner Pivotelemente kann jedoch zu einer dramatischen Verstarkung von Rundungsfehlern
fiihren.

* Um dies zu vermeiden, muss eine geeignete Pivotstrategie verwendet werden.
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* Hierzu gibt es die folgenden Strategien:

o).

(k)‘.

a;

Spaltenpivotsuche Wihle r € {k,--- ,n} mit ‘a%) ‘ = MaX;—k,... n

(k)

Qr.s

Volistandige Wahle r, s € {k,--- ,n} mit
Pivotsuche

= maxi’j:h... n

* Fiir beide Verfahren sollten die Zeilen von A ,dquilibriert sein, d.h. die Normen der Zeilen sollten in
der gleichen Groenordnung liegen.

1 Initialisiere (AM, b(1)) « (A, b)
2 fork=1,--- ,n—1do

3 Finde r € {k,--- ,n} mit a% = MaX;—f... n

agkk)‘ (Spaltenpivotsuche)

4 if “5«? = 0 then
L return A nicht invertierbar
Verfahren mit Spaltenpivotsuche

6 Vertausche Zeile r und k, erhalte (A*), p(k))

7 fori=k+1,--- ,ndo
a®

8 L Subtrahiere /;;, = ;5 der k-ten Gleichung von der i-ten Gleichung
Ak

9 | Erhalte (A1) p(k+D))
10 return (A", b))

-

Initialisiere (A™M,b(1) « (A, b)
2 fork=1,--- ,n—1do

3 Finde r,s € {k,--- ,n} mit a,(fs) = max; j—k, . n agf})‘ (vollstindige P
4 if a,(ﬂf? = 0 then
5 L return A nicht invertierbar

Verfahren mit vollsténdiger Pivotsuche Vertausche Zeile r und k sowie Spalten s und k, erhalte (A®) p(*))

fori=k+1,--- ,ndo
(k)
8 L Subtrahiere /; , = az—k’; der k-ten Gleichung von der i-ten Gleichun;
A ke

9 | Erhalte (A1 p(+D)
10 return (A" b))

Nach der Losung des Dreieckssystems miissen die Spalten in z zuriick getauscht werden!
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5.2.3 LR-Zerlegung

Speicherung der Multiplikatoren /; ;, in einer separaten unteren Diagonalmatrix L:

1
l271 1
L=|l1 l32 1

i oo o lpner 1)

Dies liefert LR = PAQ, wobei P = P,,_1 - - - P, - P; die Permutationsmatrix der Zeilen ist (d.h. die Permutatio-
nen der Zeilen von A). In einem Einzelschritt der Permutation werden die Zeilen k£ und r der Einheitsmatrix
getauscht. Q = Q1 - Q2 - - - Q1 ist die Permutationsmatrix der Spalten, die analog zur Zeilenpermutations-
matrix erstellt wird. Im Falle der normalen Spaltenpivotsuche gilt Q) = I.

Durch eine solche LR-Zerlegung kann, nach Losung eines LGS Ax = b ein anderes Gleichungssystem
Ay = c gelost werden (gleiche Matrix, anderes erwartetes Ergebnis):

1. Lose Lz = Pc nach z durch Vorwértssubstitution.

2. Lose Ry = z nach y durch Riickwéartssubstitution.

5.2.4 Matrixklassen ohne Pivotsuche

Es wird keine Pivotsuche benétigt, wenn z.B.:
* A= AT symmetrisch positiv definit ist, also Vx € R™ \ {0} : 27 Az > 0 gilt.
* A strikt diagonaldominant ist, also [a;;| > >°7_ ;i laijl, i=1,---,ngilt

* A eine M-Matrix ist, d.h. es gilt:
-ai; >0, 1=1,---n
-a;; <0, ©1#]
- D"Y(A-D), D =diag(ais,---,ann)hat nur Eigenwerte A mit [A| < 1

5.3 Cholesky-Verfahren

Sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit. Dann existiert exakt eine untere Dreieckmatrix L mit positiven
Diagonaleintragen [; ; > 0, sodass:
Lt =4

gilt. Diese Zerlegung wird Cholesky-Zerlegung genannt. AufSerdem besitzt A eine eindeutige Dreieckszerlegung
LR = A, wobei L = LD™!, R = DLT mit D = diag(l1.1,* ,lnn). Diese Zerlegung wird vom GauRR-
Algorithmus ohne Pivotsuche produziert.
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5.3.1 Verfahren

1forj=1,--- ,n—1do
2

tjg =

j—1
L 2
aj,j E :lj,k

k=1

3 fori=j5+1,--- ,ndo

7j—1
Qi — Do Liklik

L

5.3.2 Eigenschaften

* Durch das Ausnutzen der Symmetrie benétigt das Cholesky-Verfahren nur etwas die Hélfte an Rechen-
schritten im Gegensatz zu dem Gauf3-Algorithmus.

* Das Cholesky-Verfahren ist zusatzlich die effizienteste Methode auf positive Definitheit, indem folgendes
gepriift wird:
Loa=a;;— Y52,
2. Falls a < 0: Stopp, A ist nicht positiv definit.

3. Setze ansonsten [ ; = \/a.

5.4 Fehlerabschatzungen und Rundungsfehlereinfluss

Gerade bei groflen Matrizen konnen Rundungsfehler die Rechnung erheblich beeinflussen. Somit muss
betrachtet werden, wie sich die einzelnen Verfahren bei Storung der Matrix beeinflussen lassen.

5.4.1 Fehlerabschatzungen fiir gestorte Gleichungssysteme

Sei Az = b das Gleichungssystem und (A + AA)z = b + Ab das gestorte Gleichungssystem mit AA, Ab klein.
Die Frage ist nun, wie klein der Fehler x — & ist?

Sei A € R™*" invertierbar, b, Ab € R", b # 0 und AA € R™ " mit ||A4|| < ﬁ mit einer beliebigen durch
eine Vektornorm ||-|| induzierte Matrixnorm ||-||. Seien ferner x, Z die Losungen des Gleichungssystems. Dann
gilt fiir den relativen Fehler:

& — =] _ _ cond(4) (HAAH HN)H>

S +
2 = 1= cond() BB\ TAT [0

5.4.2 Rundungsfehleranalyse

Sei A € R™*" invertierbar und eps die Maschinengenauigkeit. Auflerdem wird das Gaul3-Verfahren mit einer
Pivotstrategie ausgefiihrt, die |l; ;| < 1 sicherstellt (z.B. Spaltenpivotsuche oder vollstdndige Pivotsuche).

28



Dann wird L, R wie folgt errechnet:

= = _ eps
LR =PA F. ] <2
Q+ ? ‘fzv‘7|— ]al_eps
Dabei sind P, () die resultierenden Permutationen und
a = maxa ap = (k)
= k ap = max \a; ;
k 2] ’

Wird eine Ndherungslosung = durch Vorwérts- und Riickwartssubstitution berechnet, dann existiert eine

Matrix F mit: ) . ) .
eps eps
(n+ Dep _ 2n+Deps

A+BE=b el < T~ CILllRl < T s

Fiir a; gelten folgende Abschétzungen:

Spaltenpivotsuche @, < 2* max; ; |a; j| (In der Regel ist diese Schranke viel zu pessimistisch, in
der Praxis tritt fast immer a;, < 10 max; ; |a; ;| auf.)

Spaltenpivotsuche (bei a; < 2max; ; |a; ;|
Tridiagonalmatrizen)

Volistiandige Pivotsuche a; < f(k)max; j |a; ;| mit f(k) = k- Hf:_ll Vi + 1 (f(k) wachst sehr langsam.
Bislang ist noch kein Beispiel mit a;, > (k + 1) max; ; |a; j| entdeckt worden.)
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6 Nichtlineare Gleichungssysteme

Gesucht ist eine Losung = € D von

F(z)=0
mit einer gegebenen Abbildung
Fy
F=|:|:D—=R"
F,

wobei D C R nichtleer und abgeschlossen und F' mindestens einmal stetig differenzierbar mit einer Jacobi-
Matrix F'(z).

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen konnen nichtlineare Gleichungssysteme mehrere oder
unendliche viele (isolierte) Losungen besitzen.

6.1 Newton-Verfahren

Angenommen es gilt D = RV also F : R” — R,

6.1.1 Lokales Newton-Verfahren

1 Wihle einen Startpunkt (9 € R”
2 fork=0,1,---do

3 if F(z®)) =0 then

4 | return 2%

5 else

6 Berechne Newton-Schritt s(*) € R™ durch Loésen der Newton-Gleichung
F(z®) 50 = —p(zk)

7 Setze z(F+1) « z(k) 4 (k)

Konvergenz

Das Newton-Verfahren konvergiert i.d.R. nur fiir Startpunkte, die nahe genug an der Losung liegen (lokale
Konvergenz).
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6.1.2 Globalisierung

Modifikation des Newton-Verfahrens, sodass fiir jeden Newton-Schritt eine Schrittweite von o, € (0, 1]
verwendet wird:
2D = 2(®) 4 5 5(R)

Die Schrittweite wird so bestimmt, dass

], < [lFe,

gilt und die Abnahme ,ausreichend gro3“ ist.

Schrittweitenwahl nach Armijo

Sei d € (0, %) fest gegeben (z.B. § = 1073). Dann wird als Schrittweite das gréite o), € {1, %, %’ ) =
{5 | k € N} gewihlt, sodass gilt:

R T e

Globalisiertes Newton-Verfahren

1 Wihle einen Startpunkt (9 € R”
2 fork=0,1,---do

3 | if F(z®)) =0 then
4 | return z(®
5 else
6 Berechne Newton-Schritt s*) € R” durch Losen der Newton-Gleichung
F'(z®)) s®) = —F ()
7 Bestimme o, nach Armijo-Regel
8 Setze 1) « (k) 4 5. 5(F)
9 end
10 end
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7 Eigenwert- und Eigenvektorberechnung

7.1 Storungstheorie

* Bei oberen/unteren Diagonalmatrizen sind die Eigenwerte die Diagonalelemente.
e Verfahren wie das QR-Verfahren reduzieren das strikte untere Dreieck.

* Die Storungsresultate fiir Eigenwerte liefern u.a. Schranken, wie gut die Diagonalelemente mit den
Eigenwerten iibereinstimmen.

Bezeichnet \;(A), ¢ = 1,---,n die angeordneten Eigenwerte einer Matrix A € C"*", dann sind die
Abbildungen A € C"*" — \;(A4), i=1,---,n stetig. D.h. die Eigenwerte hingen stetig von der Matrix ab.

7.1.1 Gershgorin-Kreise

Gershgorin-Kreise werden zur Abschitzung der Lage der Eigenwerte verwendet.
Sei A = (a; ;) € C"*" beliebig. Dann gilt o(A) C |J; ; K; mit den Gershgorin-Kreisen

n

KiZZ{MECHM_ai,i|S Z |ai,j|}, i=1,---.,n

J=1,j#i

Ist die Vereinigung GG; von k Gershgorin-Kreisen disjunkt von der Vereinigung G9 der restlichen n — k
Gershgorin-Kreisen, dann enthélt G; genau k und G2 genau n — k Eigenwerte von A.
Bei einer Storung einer Matrix verschieben sich die Gershgorin-Kreise leicht.

7.2 Numerische Verfahren

Die numerischen Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte lassen sich in zwei Klassen aufteilen:

* Vektoriteration
Beginnend mit einem Startvektor wird dieser so lange verfeinert, bis die Eigenvektoren angendhert sind.

+ Ahnlichkeitstransformationen
Beginnend von der Matrix aus wird diese so lange transformiert, bis das untere Dreieck gegen Null
konvergiert und die Eigenwerte auf der Hauptdiagonalen stehen.

Sei im folgenden A € C"*" die Matrix, von der die Eigenwerte bestimmt werden soll.
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7.2.1 Vektoriteration

Fiir eine Matrix B € C"*" ist die Vektoriteration gegeben durch:

Sk+1) #Bz(k), k=0,1,---
1B=0]
Mit einem Startvektor £(°) € C™\ {0}.

Bei einer geeigneten Wahl von B ergibt z(*) eine Naherung fiir den betragsmiRig groften Eigenwert \. Die
Naherung fiir den Eigenwert \ ergibt sich dann durch den Rayleighquotienten:

(z(k))HBz(k)

k _
R(z( )7B) = (Z(k))HZ(k)

Konvergenz

Vektoriteration von Mises

Mit der einfachen Vektoriteration von Mises wird B = A gewéhlt.
Die Konvergenz geht dann direkt aus 7.2.1 hervor.
Nachteile
* Langsame Konvergenz bei schlechter Trennung der Eigenwerte.

* Einschriankung auf die Bestimmung des betragsmaél3ig grofiten Eigenwert.

Losung: Inverse Vektoriteration von Wielandt.

Inverse Vektoriteration von Wielandt

Sei p eine gute Naherung eines Eigenwertes \;, sodass |\; — p| < |A\; — p gilt fiir alle o # A;. Die inverse
Vektoriteration von Wielandt ist dann:

5(k+1)
Skt = 2

- it 2B+ — (A — )12
= S mit 2 =(A—ul) "z

In der Praxis wird jedoch nicht (A — pJ)~" bestimmt, sondern (A — )21 = 2(k) gelost.

7.2.2 QR-Verfahren (von Francis)

Bei dem QR-Verfahren werden unitdre Ahnlichkeitstransformationen auf die Matrix A = A4 € C*»
angewandt.

1 Initialisiere A1) « A
2 forl=1,2,---do

3 Berechne QR-Zerlegung Q;R; = AV,
4 wobei (); € C™"*" unitdr, R € C"*" obere Dreiecksmatrix
5 A(H_l) < RZQZ

Die Berechnung dieser QR-Zerlegung kann z.B. mit Hilfe des Householder-Verfahrens geschehen (siehe 5).
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Konvergenz

Shift-Techniken

Verbreitete Shift-Strategie

Berechnung der Eigenvektoren Die Eigenvektoren konnen bspw. mit der inversen Vektoriteration berechnet
werden, wobei dort als Shifts die berechneten ; verwendet werden.

Householder-Verfahren zur Berechnung

Gegeben Eine Matrix B € C"*™,

Ziel Eine unitdre Matrix (Q € C"*™ und eine obere Dreiecksmatrix R € C"*"™ mit B = QR.
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