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Der s{arre ké'r'gcr 05 08.19
Ein sfarrer Kirper isf ein Sysfem aus Massenpun kben,

dic einen {esten Abstand ven cinandrer haben, dh. sie yer-

formen sich wiché

S{arre Korper Kinnen Translafionen und Rololionen
durc hfihren., Bei Tvonslafionea bewest aich Aer Schuwer-
pankt so, als ob dic gesamtc Mass¢ in Thm vercinisl
ware - al(so nichfs newer (m Vergleich 2a Massen punlicton.
Be; Rof{ofiomen hingegen frefen viele (vevblaffende) Effekle
anf (2.B. Bumerany oder Sfehaaf kreisel).

Bﬂvc:u”m starrer Ksvper

Qur nc-ti-k- Bﬂckre;\oun, d&r Bflregtmg weraffn 2 We,
Koo rdinatensysteme cinge i hrt:

® *I.\l[‘zt Dﬂ, l“fr {:'[’YS{C”’\

xoy,2  Eia k&vper festes koordiao{en sys{fm, Aasy
fest an dem beweglichen Kévper ange-
bracht ist.

Hach dem Eu((r-Tlleorcm bestehé die Beweyung cines
starvrea Korpers aus:

Trons(ationen, bci der sich die Winkelluge Aes
Kérpers nicht indecd urd alle Mosstnpun kica #en
dic selbe Geschuwingliskeil haben wad

- Rofationen um den bclitbc‘g Wo'v"n“arfn, ka"lfpﬂ-"
festen  Koovdine tenvwraprang 0.

Dabe: hang t die Traus(aG:anaglsckw;.u(.‘,kc:f ven der Wah(
Aes |osrdina ttanursprangs ab, dic Winkelse schwiudig -
kei b i3 hingesen w far alle Koordina tenurspringe o Leich

9 N(S.

Die W.‘nkc(,(’cliw.'pd;,kdf 3(‘) s pwo{(f( qur Prechachse,
dic durch O gen{ und laafend ihre Rich{ung indert, MA
d(d 3 Trau‘!‘a{ilnskﬂ!rd?na l'fn l-w{ “n {rﬁ blweg(:'clh'r
freier Kerper somid 6 Freiheifsgrade.

Die (m lnerfiolaystem g wersene Geachwindis kei é 1'2" einrs
KKevrper (esten Punkcbes baf dic Gvidfie

Vh:f dff Gmhw. V\_;o 0‘(9 ksrpfr{(’(fn uO'QPrun’, 0 vm
\ucrﬂﬂ(‘)q‘!"fmt der Winkelasschw. > (m Inerfialsysfem wum
wnd dewn Orisvektor 7 des Punkies im kérperfestea
Koord:na ben 9({9{¢m.



Kine fische Euergic und Tvaagheifafenser

Es wicd ongcnommen, dass s {umre Korper ans A Masecn~
Punk‘ﬂn bestc hen, AaPrrdem wreren {olgende Formel-
24ichcn VIrwendef:

’ 'v;" Yy Ovfsvek bor des w-fen Trilehens (m \ner -
tialsyatem, bzw im kovper fes ben
5q§{¢m.

-

s 3, Or{s- and Geschw.'na(:,,kf:(swk(or des
Schurerpun Kfes m lner ‘iﬂ(st{!{ﬂm.

. - ->
Fav die kine {ische Energie g;‘“ wg<n 31’ Uy T X
#1 > w2 [ 5 - s ad 1 N
= — = - — - —
T ‘u; £y W\‘.Vr‘ - A V, "‘(V’ X w) ;W“Y‘- *; 2 M‘(Q* r‘_)
-~
it mizwm, der (esambmasse. Dic einzelnen

Terme ©7  der Gleichung weipdeat

[ L .
Tfnus= 2 '-"0 Transla ‘cahscnc,s;g

v
T = S) e Yma Jwechsc(seifige " Energic (Trans. # Rol)
>
Tr'f 2‘;%”‘3 ol ;1 R"“f’ns(ntrs;‘

Dic ideale Wah( des Kovper festen Koordina ten sysfems
hing{ daven ab, ob der Kovrper frei ist oder 3B unfer-
Liesf. Hierbei kdnnen i wesentlichen zya: Ealle
anfer g chieden werden:

1: D" sforre Kanrper wird ta keinem Pm.k{- fcg\c-
gekm(ftn. Donn sol(fe O in den Gckw:rpqukf 5
aclegt werden. Donn verschwinde € dic wechsel-
sei{ine Euergie, sodass

T=T,

fr-mq* Trﬂ‘

2 Der sdarve kﬂ-'lvﬂ' wird in €inewm Pun kt {c,(,{ he (-
{en. Damn sel({e O in ditsen Punk f gelegt werden.
Durch %50 oilf somif:

T = T dos Quadret

&__._v—J

M€ Atr EBinsfeinchen Sammen konventeon kKum eines Kreaz-
produkies geschrickrn weeden oals:

> b »2 a3
(3 xB) =88 - @ o) = ararbby = abob;
Pemvach ergibl sceh {ar die Rolulionsencersic:
ol &
— > a 1
Trp{ = ‘z:;? l‘h‘((-: X ‘) =§1 M*W“‘cﬁ‘(x:'k Y s;j - Y‘;V‘.j)

Mif dem Trvasheifsleasor

”»




dic B ein ('uclne formalicruns {év die Rofa{ionsenersic

1
Trl( =3 Io'j oy &

Dabe: sind wie—tibbieh die @; die ¥ l(an;mm{m Ae-
kaf"fr €0g{-¢a Win kc(,c‘chw;‘nd@keiﬂl d.h. der Prgj. von &

auf vaum(est.

lm  Mabrixschreibweise [aalcf der Tvagheifstensor:

-a) 1 -

Vo ¥ 2 T Xe¥e T Xaw
w

* >

T 'Z""‘d. T Yake Kat 74 T YaZa
&=1

. 2,02

L™ 2 % 2, Yo Xa ¢ Yl

Di(. Dl«gau(t(lncn(c hc;‘(}:n Tri’ghq’f;mgmufg , d.’c
A hfdfu,ﬂu(t (¢m enle hefppen Deviu {consmenm cnle |

Qisl\!r war-dl dlr s(mrr( kirplr a(& guhnuc ron ﬂa”-cn*
Pﬁ(hk"(n aa,udwq. lJR wirtl dieser J'(dlcl'l als Kenlinu-
um mif der Dichbe eley,z) amyrsehen. Der Trasheifs-
fcmar 'Gl'u-"l Laafet l‘amgz

Iij= ff (;‘t ft""z) ' [rk "k 8‘5— Vi rj] dv

Fir homogene Korper g-cons{), Kann ¢ vor Aas
In {'cgra( ,C-zogcn W ¢n,

Dev Trasheifs{ensor st Symiment eymmcfriach, Adn. I;=L;

Se; I’ der Tragheifstensor €ar ein korper fesfes [Coordina-
tensystem xy, 2. wr wied dieses kaprdinaf-cncys(lm um
Adie Strecke B verschoben, yrmlqz,'(rf dies €ia neues
Koov dinabensystem X 12, dessen Achseq pacal(<l za ofencn
ven K,z 9ind. Wach dem Safz vea S€eines 9: (€ far
J"\ nea en Tri‘gl\t’i{s{tn‘iar I:

$
I'.l = Iij* M(ﬂkﬂk 8;5' a; ﬂ)‘)
Far Drehungen Ourch  diue Drehmatrix A 5i(f

T.= A, T, . A
J 2]

" P

Gleiches 9:C{ (ar ovlhoegonale Matvieen 4.

Ourc“ lic Symyncfn‘(. ﬂ('f Tr;gﬁﬂ'{s"fnwrs kann 0{5'5”
{mmer, durch Binfahrang eines neaen, (€oondimat o cdreifen,
Koo veing fensystems, auf Diwgenalferm gebrachf e rden
A die Deviuli onamomente verschwinden, Dic meaen
Achsen werden ﬂmg!jréakﬁbachzen‘J:c Diagoneal ¢ lemen~
te L;=T,; Haup Eragheils momente genannt, Soem;t g ehen
darch jeden Punkf des Kavpers windestens drei senkvechi
auf < nander Stchende Houpt{raghe; {sachsen. Die Haugpt-
trashe: bachsen, dic durche den SchwerpankE o&hen  3ind
Leicht besfimmbar: Eine Stimmt mif dem Schwerpualkt

l« 1



aberein, die ander en beiden ofchen ortlosonel oazy,
sind ansons fen abcr beliebis. Far dic Haup trioheif>-
women{e 9i (6

~ 2 1.) _ i 2 ,_) _ X ks 1)
Ii “ ;"‘u(‘{‘ <2, I—; - ‘:’1-'“.;(“4* e I‘) 'E”‘;("d* Yo
Somif ist dic Samme zwwivr I immer grofBe-g leich
des driflen Houp Eréghei fsm ament. Far die Rolafions-
e encrgic il

Teot = ::'(I-l“’:* I:“’: * I‘}“’;)

Ein starre- Kérper he:3f

. (Rotabor', wenn er cindimensional 3t und s4ine
Massenpankte nar auf e ner Achse, 2.B.
der z-Achse (icgen, sodass 1 =1, 3,70

nsymim cfv-hcll“, wenn alie drel Hﬂ‘ﬂpf‘:righﬁfsma*
menfe verschieden sind.

¢ u Sywm meé fﬂ'ﬁcl'l“, wen 2w Hﬁup "59 hei€smomen e
9 leich sind.

JKugelkreisel’; wenn alle drei Haupttrigheifs mo-
menfe aleich sind. Kese lkreisel
sind niehl unbedingf Kugeln, 90
iof 2.B. ein Wirfel e¢in ICugel-
krt;‘gt(.

DfehimauCQ

Der  Gesqmfdrehimpuls eines slarrea Kovrpers w6 ¥
Massenpunlcten oot isf:

-~ - —
-
Loes =2 mg,% %a

Wegen ir’.'“ hausf de, Deehimpuls ouch von e, (age des
korperfesfen Sysfems ab. P Puvch Einsefzen von
:Iu'-' ,‘f‘ * F; und Ve, Z Ve & ¥ -V.‘ el sich

> -~ -~ A
- -2 - - - - - -
LoyesmrgXvptrg X & %3 m y]* mr)kv* m, v k(w*v)
8¢S e 0 Yo Ml RN (. (‘E VALY -
> V

L:=
Es konnen hun wieder dit 2we; Ealle unber- schieden
werd eal

¢ tn Keinem Punké festochalfen und 025, Pany i (f:
fga = g X 7 * [
2: ln elnem Punké P {cgl'geluﬂfn und ar:PI;O.—P. Dann ailf:

-

Lses""—



Mt der El‘ng\‘tihschen Suimimen kouyenfion erhelten die
korper ((gfeq Kt’mpohen{-(n des Et’gn,drdu'n.pufsﬂ oAic
Form

L; = I:j(b’j A 1'2|?
Weedea die Heapt{rasheils achsen als 1€ kovper feste
Koovdina {<nachsen verweablet, 32 (oufen die kévper -

("5{0\ KOmpahu‘fu Ades E.‘gtmdrehi'mpu{u,

L= oy L, = Lo, L3 = I)‘"?

Demnach isf r v A wichl paraz“t( 2a . Aber bei Ro-

fafionen wum dic Havptirigheitsachse und bei Kugel-
kveise(n Waben sic 9{cts die g(eiche Richfung, Dics e
allgemeine nici{para(h(c‘{&'f of @iner Aes G’r&'ude {ar
die mathema {ische Schwiercskeit bei dev Unfersachqns
der Rof«(ioh qurrﬂ- Ké‘rpec

Schw er gunkfsg& und Drehimpu(s safz

Zur Beschreibung der Bewesuny cines slarren Kérpers

werden swei Veklergla, beas tisk: Eine far dic transiafion
darch Schwerpunkfbewesungen und <ine {ar die Rotafion

am d¢n Schw ¢rpun ki

Dic (lagx des Sckwerwmk(!s wird darch den Or(svekéor

2 i -t -

a1
bescheiebent, Seine Bowdsung ergivt sich aws dem Sghwers

puak {oats:

— Mo
ol S exé _ Dext
™ Vg -ZF,_ = F

o w1

Dta\naaln bﬂv«c,{ sl'ck lfff gchwrpmrkf 98, 0{9 ob a{-'C
gesamic Masse w in Thm vercinigt wive und alle
Guf3erea Kraffe an ihm angreifen wirden,

Der Drchimpulssafz (outect (in zwe Eormu (irungen)

. - ud s it el Y Sext
L,(g i 4 Odfl' ‘;M‘m* r-;‘.";v't“‘ Fd-

Dabei bezichen sich i.,,, und 7 wesen der Ov{sveki{oven ;-;‘
auf den iner{ialen, wicht beschleanisten, Ursprary_ 0, Der

Drchimpalssats ailt aber auch dann | wenn sich Cyey and ¥

auf den (A brachleunis ben) Schw erpun kf des siorren
Kérpers besrehm beaiehen, Der Schuwerpunted i3t der ein-
13'9-& kav1d bfsdﬂ(am.'gft Pan‘, an f den sich tq“ uad{
& ezithen dir {enl

(& 3



o gilf somit ebe fuls:

2 ot ud - k"."'; ”_. 2ext
L,= VA oder ;m‘_r‘_ vy -;\r‘_ * F*

Woebe; der Schwerpunkf sosar beschleanis bt werden darf|

LA ist dec Trasheifstensor wur im kérperfesten Bezuss
‘jysftm kﬂne(anf'. B;‘:‘\C' Wurd"a d{'f H#cks\!n- X“y‘.'z‘
unttr Ro{efirn {q{g(ka(‘fn, was aber nicht nitis 14
wes mafhemafischer S5ich{, & der Drehimpa (syecfr oi (¥
dﬁ(,k m Vﬂ"ffrfndm ké’rP(f {e, tn koord"y\g{-ﬂ\—
syrtem, wobel bei der 2eifableifaung des Drehimypalses
wan beachfct werdin muss dass oic Basisvekfocen
& zeitabhangis sind:

= e EX - g X . . - ra _~ X =
L’ I‘.l 'e‘ o I U' G. d‘ L’ [ L’ /V,

Oftmals i(2{ €3 wu wibalich, wich{ wmi{ den k& rper festen
koo roli nafen za arbaten sondern m. £ einem Koord: naban-
sy5t em, das war <inea lei( der Rofalion des Kévpers
mi{machi in et Aer Traght«ibtensor ¢ immer woch
kensfant 3. Dafir wird die amamic Winkelgeschwin-
digkeif 23 des Koepers aufseteil in dic Winkelse-
schwiadigkeif des Koovdinat<nsystems 235 ynd diz inkerng
Win kelseschwindis ket @™ dic der Korpes relaliv Tam
roficrenden Kaord.‘na{cncr}km haf:

&’," - ‘-"’KS & :’tﬂ{

Mt 7 =27 X folst:
Y . a# -2 - -

Der Drehimpu (352t gilt auch far ¢in¢a Kreivel oder Rotor,

wobei sich Ve Drehimpuls und - momenl auf den vahendlin

Punk t O beaichen

R

. Ao -
to’i%"o*z X toz

We,den als kdvperfeste Achsen oie Haup t trashei{oachsen
gewizhlf, ’O%u'“;{ L;=I; w; dic Bulerschen Gleichunstat

it

- (5, - Eesos™ 44
T,&, - [y - R)aywa = 4

T,y = (T, = Rwqewy = 43




S.).I-‘ Es lerschen Win kjL

Di¢ Eulerschen 06ln. (oder allaemein dic Drch'mpuLSQLn.)
snd  Arei withllineare D6L erster Ovduuny zav bes{immens
dec Icorpeefesten Komponenten der Winkelgeachw. & (t).
Di¢ Eulerschea Winkel werden 30‘10&"&‘. um diec Oricaticr
ung des kérper festen kKoovolina feasyystems (anschaalich)
24 beschreibea Bel geachbencn kovper festen Komponenten
von @O werdeq dic Ealerschen Winkel mif dre) weiter-
wm BB nich{(incaren DOL erster C’rd.qug bereehned, \n3ge-
sam{ (iegea alse 6 POC vor, um Aie Eulerschen

Wi kel zu berechnen,

Bei dem Ubergang vom |ner (ialsyofem aud dog gedrehic
ké’rpl({cg(-c SY!'ICM werdenw orei” Drehungen Gusgt{é‘l‘r(%

1. brchuu.,q um die 'z.!-ﬁc‘!ﬁc. Donach Liest dic
x-Achse aaf der Jemofenlinie® OV, Es enlsfcht
dos neae knw(.‘ul‘tnst{ehm

(‘;“I(I‘l 2) ‘(’?. 9‘-73)

2. Drehuny € um dic Knotenlinie oV, also um dic
fcmpovive x-Achsc. Die kdrperfesfe w-Achsc undf
die werdiale zg-Achae schlicfBen danach den
l:/:ukcc 6 ein. E5 enfalehd das wneae Koovd.natensys

Crm

" (&5.9:(27,2)

3. Drehang ¢ um Aie z-Achsc. Es entlstehd das
ka'P"{'S"C tddrd;vu{lnGYS{'“\

(‘kt‘(lzl
Dobei st cﬂt}@[{?,')n) und B€(0 ) Die Drehungen
afsf-'l ic Uhr w-(rdcn darch drei 0v“\o,au¢(¢ Mafrizen

beachricben, deren Reiken {olae nickl verfauncht
werden dar{, da Drehang<n wich{ kommeficrenl

Dic Euleracken Winkel (esen so die Ocienbierung des
kdrper festen l(aord.ﬁvg. und somi{ auch die Orienliecrung
des starven Korpers im lne-toals stem elnoleutis
fes{. Die #amen der Winkel @ 8,4 sind:
© g ,'?r&'zcniauw{nkd"
e “Afu{a{:aqsw{nkcft‘

% Eigtnrota lionswin kel"

Ay

S e g e T - NTIEC I RRTER W T J—erlul -y W R



Um die kdvper fes(en Komponenfea iy coy g der Winkel-
ptechwiw‘igkﬁ{ % als Funkfionen Ader EBalerschen Winkel
iod ihrer aciflichen Ableifangen darzusfelen, yird die
Win kel geschuindigkeil & zunichst i die drei Eulerschen
W.‘akt(guchw{haf:,kciéfﬂ 9 ¢spa lfen:

- - - -
@ = Cc)q* &70“' Cc?q,

Eine Projekicon auf das Korperfeste \Coov dina f4nsysfem
fahrt auof auf fo(_gﬁldt Gleichunsen:

wq] [2in@B)sin (@) * cos ()6
sin®@) cos@q - sin ¢
| co5] | cos(B)g + ¢ ]

1]
"

Tt

Aquivalent dazu dic Gegenrichbung®

N :
Y = 3ine (wysin ¢« w,cos ‘[’)
6= wcos ¢ - awysiny

§ = @y cos )¢

Lazrangcalﬁcbgggcn des stayren Kgrpers
Far elnen homooensn, wrd 1vmh¢l-n‘9ch¢n (I.- l'-.) wnd

schweren Kreisel im homogen ea Schwerefecld, dessen
6 Worp<rfestes koovaf:u!-fmysf«rm wif oen Hoauptbrasheifs-
achsen z2usamm en fallE qilt {ar die La,rangc-—Fu»k‘{Oni
L = Traf - = };1(('(1'5%,9 * é:)" %}(q" cos @ * ci-):' m 9(,(:039
wif den Hoaptlrssheifsmomenfen I.-1,. 35, dov Masse »m
des Kreisels und odem Abstanol ( des Schuw<rpunicirs zum
b b uufcrs'{'iifzuu,spuhk(. Die Winke( q und ¢ sing
2yklisch mil den Erbhalfungsgréyicn

qua%' = I,siwB)q + Lyfg cos 6+ ¢)cos & = const

L
Py 3¢

“

Die (esvange 9(n. se(ba{ sind an[yfhch wicht (Fsbar wnd
werden Aeshall nicht aafgestellf Dic Berechnun oAes
WHufafionswinkels B(0 koam jra/oc‘ln mif den Erfa(f«ng:'
ars3en E, P Py auf ¢in iplisches Juftgral zardckoe~
fant werden, Siche hierzu Kuypers Klassische Mechan K,
Beispiel 13.6-1.

: TG cos 6 + §)= Tyw; = const
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95
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